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PREFAZIONE ALLA OTTAVA EDIZIONE 


Nella ottava edizione di questi Elementi di geometria 
per gli Istituti Tecnici e Magistrali inferiori e per i Ginnasi 
superiori, ho portato alcune modificazioni e aggiunte dettate 
dai recenti programmi del R. Decreto 7 maggio 1936-XIV, 
n. 762. In base all'esperienza fatta nella scuola ho cercato di 
rendere più facili le dimostrazioni di alcune proprietà e ne ho 
aggiunte altre, prima appena enunciate, per mettere lo studente 
in condizioni di superare tutte le difficoltà che gli sì possono 
presentare. La parte stampata in corpo piccolo è indispensabile 
per il Ginnasio superiore e sì può lasciare, o semplicemente 
accennare, negli altri due ordini di scuole. 

I nuovi programmi ministeriali prescrivono che nel G'in- 
nasio superiore «la geometria venga impartita con metodo ra- 
« zionale e limitata alle proprietà essenziali; l’esaminatore potrà 
«chiedere conto, mediante qualche facile questione, degli studi 
« fatti sul programma di geometria, ma di regola l'esame con- 
« sisterà nel richiedere le dimostrazioni dei teoremi che essa 
« involge ». : 

Negli Istituti Tecnici e Magistrali inferiori invece « gli 
«argomenti geometrici si presuppongono insegnati con me- 
«todo razionale; però con questa disposizione non sì vuol dire 
«che, ove si voglia, non si possa nei primi anni del corso, 
«ricapitolare le nozioni geometriche e le regole di misura ap- 
« prese nella scuola elementare per trarne materia di esercizi ». 
Siccome nel Ginnasio inferiore si studia la geometria 

pratica, riesce quindi evidente che anche negli altri due Istituti 
| si debba seguire quanto prescrivono le avvertenze Ministeriali 
ricapitolando neì primi due anni 


alunni. hanno studiato nella 


ao 


primi anni di applicazione della riforma, ha dimostrato la 
impossibilità di uno studio razionale nei prom due anni degli 
Istituti Tecnici e Magistrali inferiori, causa la immaturità 


Infatti secondo è recenti programmi, negli Istituti Tecnici 
tudio della geometria nella seconda classe 
e melle Magistrali inferiori, nella terza, e le avvertenze prescri. 
. vono che lo sviluppo della geometria dovrà avere prevalente pr 


za degli scolari, 
mento all’inse- 


CAPITOLO I. 


Nozioni preliminari 


1. Un dado, una palla da bigliardo, un calamaio, un 
foglio dì carta, ecc., sono corpi. Nei corpi si notano la forma, 
l'estensione, la materia, il colore, il peso, V’elasticità, ece., 
che sono proprietà dei corpi. 

Un dado e una palla hanno forme diverse; due dadi, 
oppure due palle, hanno la medesima forma. 

Due corpi, aventi la medesima forma, o forme diverse, 
possono avere differente grandezza, o differente estensione, 
cioè possono occupare differente parte di spazio. 

Due corpi non possono occupare contemporaneamente 
la medesima parte di spazio; ogni corpo ha quindi una po- 
sizione nello spazio. 


2. In un corpo consideriamo solamente la forma e 
l'estensione e facciamo astrazione di tutte le altre proprietà; 
veniamo allora a concepire il corpo, o solido geometrico. 

La scienza che studia la forma e l’estensione dei corpi 
si dice geometria. 

3. Gli enti fondamentali della geometria sono il punto, 
la linea e la superficie. 


4. ll punto geometrico, 0 semplicemente il punto, è 
un ente piccolissimo, privo di materia e di estensione. 

Un’ idea del punto ci è data dal segno lasciato da una 
matita bene appuntata su un foglio di carta, da un granel- 
lino finissimo di sabbia, ecc. 

Il punto non è divisibile in part, 

Esistono infiniti punti. 

L'insieme degli infiniti punti è lo spazio, che sì consi- 
dera continuo e illimitato. 
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Per indicare i punti si usano le lettere dell’alfabeto 
maiuscolo A, B, €, e si scrivono accanto ai segni che li rap- 


presentano. 


de) 
» B 
Fig. 1 
La figura 1 sì leggerà: il punto A, il punto B, il pun. 
to C, ecc. 
5. La traccia lasciata dalla punta di una matita che 
scorre su un foglio di carta, un filo sottilissimo, l’orlo di un 
foglio, ecc., supposti privi di materia, sono linee. Le linee 


sì possono indicare con una lettera minuscola, oppure con 
parecchie lettere maiuscole, 


Le linee possono essere chiuse o aperte. 


Fig. 2 
La linea a è chiusa (fig. 2), la 
Gli estremi di una linea a 

la linca vi son i 


Due 0 più linee possono passare per uno stesso punto 
A; si dice che A è l'intersezione delle linee, 
7. Un insieme di punti si dice figura geometrica, o 


semplicemente figura, 
I punti, le linee, le superficie, i solidi sono figure. 


8. Una superficie speciale è il piano, come la super- 


Pun. ficie della lavagna, di un foglio di carta ben disteso, di una 
lastra di vetro, ecc. Sul piano si disegnano le figure geome- 
h triche che si vogliono studiare, 
c 
ì Re 9. È intuitivo che: 
inee 1° Un corpo si può muovere nello spazio senza che 
con vari la posizione rispettiva de’ suoi punti, cioè senza che 


si deformi. 
2° Un corpo si può muovere nello spazio rimanendo 
fisso (1) uno dei suoi punti. 
3° Un corpo si può muovere nello spazio rimanendo 
fissi due qualunque de’ suoi punti. 
Nel secondo e nel terzo caso si dice che il corpo ruota 
intorno al punto fisso, o ai due punti fissi. 


10. È allora evidente: 

Un punto che si muove nello .spazio, lasciando trac- 
cia di sè, genera una linea. 

Una linea che si muove nello spazio, senza scorrere 
su sè stessa (2), genera una superficie. 

Una superficie che si muove nello spazio, senza scor- 
rere su sè stessa, genera un solido. 


11. Data una figura F, per effetto del movimento, può 
occupare una nuova posizione nello spazio, che si può in- 
dicare con F'; di modo che ad ogni punto A di F corri- 
sponde il punto A’ di F', che è la nuova posizione di A. Se 
in tale corrispondenza un punto non sì muove, cioè è fisso, 
si dice che corrisponde a sè stesso. 

Due figure F e F' si dicono uguali, o congruenti, se 
una si può considerare una nuova posizione dell’altra, e 
Se Pim dea fera, sso 

#8 sè stessa quando durante Il movimento ogni 


R . 


quindì se ogni punto di una sì può far coincidere coi punti 
SR dg figure F e F° sono uguali si scrive; 
Pssifii 
Sì deduce: 
1° Se una figura F è uguale alla figura F', questa è 
uguale ad F. 


2° Se una figura F è uguale ad F' ed F' è uguale a F”, 
la figura F è uguale ad F”, 


Tanto nell’enunciare, quanto nello scrivere, che due 
figure sono uguali, bisogna che i punti corrispondenti si 
seguano nel medesimo ordine. Così la figura uguale e cor- 
rispondente di A BCD sarà A” B' CD’ e non B'C' DA? 


IX. Lo studio di una scienza si basa su idee semplici e primi- 


tive, il cui valore è determinato da proposizioni primitive: queste 
proposizioni si dicono postulati. 


Brevemente: Il postulato è una proprietà evidente. 


La definizione serve a dare il significato di una parola, o di una 
frase, per mezzo di parole il cui significato sia naturalmente noto. 
Le idee primitive non si definiscono. 


Un teorema è una proposizione che si deduce, come conseguenza, 
da uno o più postulati. L’enunciato di un teorema è composto di 
tre parli: 


1o Il soggetto, che è la figura che si studia, 


20 L'ipotesi, l'insieme delle verità attribuite al soggetto. 
3° La tesi, l’insieme delle verità che sì 


nl i deducono, 
ragionamento che si fa per dedurre la { Ù 
dimostrazione del teorema, Lo a tesi dall'ipotesi sì dice 


Dato un teorema si dice: 

Il reciproco, quello che si ottiene scambiando l'ipotesi colla tesì. 
Il contrario, quello che si ottiene negando l'ipotesi e la tesi. 
ll reciproco del contrario, o cont 


x rario del reciproco quello che 
si ottiene scambiando l’ipolesi colia tesi del é 
negando l'ipotesi tes del secondo LC i 


CAPITOLO II. 


Retta, semiretta, segmento 


Retta e semiretta. 


13. Tra le linee ve n’è una speciale che si dice retta. 


Un filo sottilissimo ben teso, il segno che rimane in un foglic 
dopo la piegatura, un raggio luminoso che entra in una camera oscu- 
ra da un foro piccolissimo, ci danno immagini di linee rette. 


14. La retta è caratterizzata dal seguente 
PostuLaTto — 1.° La retta è una linea indefinita, indivi- 
duata da due qualunque de’ suoi punti. 
2.9 Ciascuno dei suoi punti la divide in due parti. 
3.° Rotando intorno ad un suo punto, ciascuna delle 


parti, in cui esso la divide, può venire a passare per un punto 
arbitrario dello spazio. 


15. Un punto A, che si muove su una retta, può andare 


L— >» 
centr 
x A 
Fig. 3 


in due sensi (fig. 3). Questi due sensi 


\ si dicono le di 
della retta. La retta ha due direzioni, CO green) 


bi DI vi Ù 


16. Riga. Per disegnare una retta (1) si usa la riga (fig. 4), 


Fig, 4 


La riga è uno strumento di legno, o di metallo, abbastanza noto, 
i cuì orlì hanno forma rettilinea. Si disegna una retta facendo scor- 
rere la punta della matita lungo uno di questi orli, quello ove la 
riga è più sottile, tenendo lo strumento ben fermo su un foglio di 
carta bianca, generalmente su un foglio di disegno. 

Si può disegnare una retta usando un foglio di carta piegato 
e seguendo colla punta della matita l’orlo del foglio formato dalla 
piegatura. 


17. La retta determinata dai due punti A e B (fig. 5) 
sì legge: retta A B, oppure retta a. 


A B a 


EIA LI A 
Fig. 5 
Due rette passanti per gli stessi punti A e B coincidono. 
Quindi: 
Tutte le rette sono uguali. 


Due rette distinte non possono avere che un sol punto 
comune, che sì dice la loro intersezione, od il loro punto 
d’incontro. 


. Per un punto si possono condurre quante rette si vo- 
gliono. 


18. Ciascun punto M (fig. 6) di una retta la divide in 
due parti che si dicono SEMIRETTE di origine M. Ciascuna 


Fig. 6 

delle due semirette, in cui risulta divisa una retta da un 

suo punto, si dice il prolungamento dell’altra, 

Una semiretta è determinata 
ali di essa, 


6 I 


Per eeger y (Sr ì n î j 
A le ggere una semiri tto si enuncia l’origine, indi un 
altro suo punto qualunque; la semiretta M B contiene B 
ed ha per origine M. 
eni semiretto è illimi i] 
Ogni semiretta è illimitata in un solo. senso. 


Se si fa muovere la semiretta M A intorno ad M, in mo- 
do che il punto A venga a coincidere con un punto della, 
semiretta M B, la semiretta M A coincide con M B. ‘ 

Quindi: 


Tutte le semirelte sono uguali. 


. 


Segmento. 


19. Dati due punti A e B, si dice segmento A B, op- 
pure segmento B A, l'insieme dei punti della retta A B, 
compresi fra A e B. 

Le due semirelte, aventi per origine i punti A e Be 
non contenenti il segmento A B, si dicono i prolungamenti 
del segmento. 

I punti A, B si dicono gli estremi del segmento; il pri- 
mo origine, il secondo termine. 

Il segmento A B si dice pure distanza dei due punti 
A, B. 
i I punti compresi fra A e B si dicono interni, quelli 
sui prolungamenti, esterni al segmento. 


20. Segmenti consecutivi e adiacenti. — Def. Due 
segmenti distinti A B, B € (fig. 7), che hanno un estremo 


A B c 


e —_—__—.-. 
Fig. 8 

Due segmenti consecutivi, 
i dicono adiacenti. 


e 


21. Confronto di segmenti. — Dal confronto di due seg. 
menti sì deduce che essi possono essere uguali o disuguali, 


—_—__—————————_ 


A bi e D 


Fig. 9 


Siano i due segmenti A B e € D (fig. 9); per verificare 
se sono uguali basta sovrapporre € D ad A B in modo che 
G coincidà con A e € D cada su A B. Questo si può eseguire 
praticamente segnando sull’orlo della piegatura di un pez- 
zetto di carta un tratto uguale a C D, e portandolo poi 
su A B in modo che il primo estremo coincida con A. Se 
l’altro estremo D coincide con B i due segmenti sono ugua- 
li, e sì scrive: 

AB=CD, oppure CD=AB. 


Se D non coincide con B, assumerà una posizione D' 
che potrà trovarsi tra A e B, oppure sul prolungamento 


A D' B 


£ D 
. Fig. 10 
i A B. Nel primo caso (fig. 10) si dice che A B è maggi: 
i C D, e che C D è minore di A B, e si scrive: de 


AB>CD, CD<AB. 


ie ea ù 


c D 


Fig. 11 


Possiamo quindi dire: 
Dati due segmenti, il primo è uguale, maggiore o mi- 
nore del secondo, 
Sì ammette che ciascuno di questi casi esceluda gli 
altri due, 
22. È evidente il postulato; 
Ogni segmento è invertibile, cioè il segmento A B = 
= BA. 


23. Si deduce: 


l° Due segmenti uguali ad un terzo sono uguali tra 
loro. 


2° Su una relta, da bande opposte di un punto A, si 
possono segnare due segmenti uguali ad un segmento dato. 


3° Dati tre segmenti, se il primo è maggiore del se- 
condo e questo è uguale o maggiore del terzo, il primo è 
maggiore del terzo. 


24. Somma di due o più segmenti. — Per sommare due 
segmenti A B, C D si prendono su una retta due segmenti Ù 
adiacenti A’ B’, B’ C’ (fig. 12), uguali rispeltivamente ai 


A B [ —D 


A B' c' 
Fig. 12 


due segmenti dati; il segmento A' C' è la somma dei due 
segmenti A B, € D, e si scrive: 


A'C=AB+CD, 
tre 0 più segmenti si trova aggiungendo 
rimi due il terzo, alla nuova somma il 
fiziehè i segmenti sono esauriti. 
n do x 
e al 


__;, La somma di 
‘a somma 


- DI 
ui: 


— 4 — 


25. È evidenle: 

1° Cambiando l'ordine con cui si RODEINOnE due o più 
segmenti, il segmento somma non cambia (proprietà com. 
mutativa), 

2° In una somma di più segmenti a due di essi si può 
sostituire la loro somma (proprietà associativa). 

3° Somme di segmenti rispettivamente uguali sono 
uguali, 

4° Se a due segmenti disuguali si aggiungono seg- 
menti uguali si ottengono segmenti disuguali nello stesso 
senso, 


26. Multipli e sottomultipli di segmenti. — Il seg- 
mento somma di due segmenti uguali ad A B, si dice dop- 
pio di A B, o multiplo di A B, secondo il numero 2. 

Analogamente i segmenti somme di 3, 4... segmenti 


uguali ad A B (fig. 13) si dicono multipli di A B secondo i 
numeri 3, 4.., 


Pig. 18 


Si serive: 


AC=2AB, AD,=-34B, AE=44B 


Il segmento A B si dice rispetti 
quarta.... parle di A C, A D pettivamente metà, terza, 


DA ta 
0 sottomultiplo, secondo i numeri PRE Mar "cas gra 
Si serive: 


FITTI 


panieammaltipli, di segmenti uguali 
a y \ 


A 


R 
d 


1 
i 


2%. Differenza di due segmonti, 


3 Per trovare la diffe 
renza di due segmenti A _B e C D, essendo A B > € D, 
si prende su A 8 il segmento A E C D (fig. 14); il seg- 
mento £ B è la differenza dei due segmenti A B e € D. 


lt) 


TO III e 


€ 


Fig, 14 


Si scrive: 
EB=AB—CD. 
Se A B = € D la differenza è nulla. 
Sono evidenti le proposizioni: 
1... Differenze di segmenti rispettivamente uguali so- 
no uguali. 


2. Se da segmenti disuguali si sottraggono segmenti 
uguali si ottengono segmenti disuguali nello stesso senso. 


ESERCIZI, 


1. Dati in un piano i punti A, B, C, D, tirare la retta A B, la se- 
miretta A C e il segmento A D. 


2. Disegnare tre segmenti consecutivi. 

3. Disegnare tre segmenti adiacenti. 

4. Dati i punti A, B, C, condurre i segmenti AB, BC, AC e co- 
struire il segmento uguale alla loro somma, 

5. Prendere su una retta, da parte opposta di un punto, 
menti uguali alla somma di due segmenti dati. 

@. Prendere su una retta, da parte opposta di un punto, due seg- 
menti uguali alla differenza di due segmenti dati, 

7. In una retta si hanno 6 punti. Quali e quanti sono i segmenti 

5 hanno per estremi due qualunque di questi punti? Ne 

8. Sia A B un segmento, 0 il suo punto di mezzo, ed M un punto 

qualunque della retta A B, esterno al segmento. Il A o è 
uguale alla si enti MA, M BL DA 


due seg- 


CAPITOLO TIT 


Piani, semipiani, angoli 


Piano e semipiano, 


28. Il piano è una superficie speciale la cui immagine 
è data da un foglio sotlilissimo ben disteso, dalla super- 
ficie della lavagna, di un cristallo, delle acque stagnanti, ecc. 


Il piano è caratterizzato dal seguente 


PosTuLaATO. — 1.0 II Diano è una superficie indefinita che 
divide lo spazio in due parti. 
2.° Contiene tutte le rette che hanno due punti comuni 
con esso. 
3.° È diviso in due parti da ciascuna delle sue rette. É 
4.° Rotando intorno ad una sua retta, ciascuna delle 


sue parti, in cui essa lo divide, può venire a passare per un 
punto arbitrario dello spazio, È 


29. Si deduce: 

1.° Il piano non ha linee che lo limitano. 

2.° Una retta distinta da un piano può avere con 
esso al più un punto comune, che sì dice punto d'incontro, 

3.° Ogni retta di un piano lo divide in due parti che 
si dicono semipiani, 

La retta si dice origine dei due semipiani, 

Presi due punti A e B in uno dei due semipiani, il 
segmento A B non incontra l'origine; 
A e B, uno su ciascuno dei due semipi 
incontra l’origine. Quindi date in u 
si incontrano, ciascuna è divisa 
semirette che giacciono da. band 


— 17 —- 


30. Un piano è determinato: 


1.° Da fre punti non posti in linea retta, 

Ma una retta e un punto fuori di essa. 
3.° Da due rette che si intersecano, 

un piano si può enunciare leggendo tre de' suoi punti 
nea retta, oppure una sua retta e un punto fuori 
oppure due rette che si intersecano, 

lacendo coincidere tre punti di un piano, non posti 
linea retta, con tre punti di un altro piano, i due piani 


"oh 
101 


Quindì: 

Tutti i piani sono uguali. 

3I. Un semipiano è determinato dalla retta origine e 
da un altro suo punto qualunque. 


Per leggere un semipiano si legge la retta origine e un suo 
punto qualunque fuori di essa. 
Tutti î semipiani sono uguali. 


3%. Def. Una figura si dice piana se tutti î suoi punti sono 
posti in uno stesso piano, solida in caso contrario. 

La geometria si dice piana se studia le figure piane, solida se 
studia le figure solide. 


Angoli. 


33. Due semirette O A, O B (fig. 15) di un piano 
aventi la medesima origine O, dividono il piano in due 
regioni, ciascuna delle quali si dice angolo. 


A 


Fig; 10 


Il punto O si dice vertice, le semirette O A (0) B lati È é 


dei due angoli, 


F 
x 
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diritto, cioè uno il prolungamento 
oli si dicono piatti (fig. 16). 


Se ì lati non sono per diritto, si dice convesso l’angolo 
che non contiene i prolungamenti dei lati, concavo quello 
che li contiene. 


Per leggere un angolo convesso si nomina un punto 
di un lato, il vertice ed un punto dell’altro lato, e qualora 
non vi sia possibilità di equivoco, si nomina il solo vertice. 


La figura 15 si legge: angolo A Ò B, oppure angolo Ò. 


Se l’angolo è concavo bisogna dire che si tratta di un 
angolo concavo. 


34. Si può togliere ogni ambiguità nella lettura di un angolo 
colle seguenti considerazioni. Ogni angolo si può considerare ge- 
nerato da una semiretta O A che ruoti nel Piano, intorno all’ori- 
gine O e in un verso determinato, sino ad assumere la posizione O B. 
O A si dice primo lato dell’angolo, 0 B secondo lato. 


Quindi scrivendo l'angolo A Ò B (fig. 15) intenderemo l’angolo 
convesso avente per primo lato O A e per secondo lato 0 B, mentre 


l'angolo B Ò A sarà l’angolo concavo che ha 0 B CURA 
e O A come secondo lato, 


35. Un angolo è costituito da infiniti punti tra i quali si A 
prendono quelli dei lati. I punti dell'angolo, eccettuati PESTOR 
lati, si dicono interni; quelli dello stesso piano, che non ro 
gono all’angolo, si dicono esterni. Una semiretta, uscente dal ver- 
‘ice, si dice interna od esterna all’angolo, secondochè Passa per un 
punto interno od esterno all'angolo. ì 

L'angolo si può quindi considerare una figura formata ‘dalle 
infinite semirette uscenti dal vertice e passanti per un punto interno 


all’angolo. 


ronto di angoli. Dal confronto di due angoli 


p \o essere uguali o disuguali. 
Dati i due angoli A O B, A’ 0' B', trasportiamo il se- 
>) sul primo in modo che ì primi lati O A, O' A' coin- 
mo ed i due angoli abbiano il medesimo senso. 


Si possono presentare tre casi: 

1° O’ B' coincide con O B; allora i due angoli sono 
uguali e si scrive: A Ò B = A' Ò' B'. 

2° O’ B' è interno ad A 0 B; allora l'angolo A Ò B 
è maggiore dì A’ Ò' B' e si scrive: A ÒB> A’ Ò’ B'. 

3° ©' B' è esterno ad A Ò B; allora l’angolo A Ò B 
è minore di A’ Ò’ B’, e sì scrive A Ò B < A’ O’ B'. 

Possiamo quindi dire: 

Dati due angoli, il primo è uguale, o maggiore, o mi- 
nore del secondo, e ciascuno di questi casi esclude gli altri 
due. 

37. È evidente il postulato: 

Ogni angolo è invertibile, cioè l'angolo A Ò0B=BOA. 

38. Si deduce: 

1.° Due angoli uguali ad un terzo sono uguali tra loro. 


A N 


B CARANO M 


i N 
Fig, 17 
2. Dato in un piano un angolo A è c (fig. 17) ed una 
semiretta O M, si possono avere due e due solî angoli, 
M Ò N, M Ò N', aventi per lato0 M ed uguali ad A È C. 
3.° Dati tre angoli, se il primo è maggiore del secon- 
do e questo è uguale o maggiore del terzo, il primo è mag- 
giore del terzo. ; 


e ra 


39, Somma di due o più angoli. Due angoli si dicono’ 
consecutivi se hanno il vertice ed un lato comune ed il 


medesimo senso. 


A 


Fig. 18 
Siano A 0 B, BOC due angoli consecutivi (fig. 18); essi 
formano l’angolo A OC che si dice la loro somma, e si 
scrive: 
AOB+BOÒC=A40c. 
Come per i segmenti è facile trovare la somma di tre 
o più angoli. 
. La somma di più angoli, come la somma dei segmenti, 
gode della proprietà commutativa e associativa, 
40. Sono evidenti le proposizioni: 
1. Somme di angoli rispettivamente uguali sono 
uguali. 
2° Se a due angoli disuguali si aggiungono angoli ‘ 
uguali, si ottengono angoîi disuguali nello stesso senso, 


B 


A LI) c 
Fig, 19 
. Due angoli si dicono adiacenti, se sono consecutivi 
e la as TT) uguale ad un angolo piatto. 
I due angoli A Ò B, BÒC (fig. 19) sono adiacenti. 
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i. 31 deriva: 
iti gli angoli piatti sono uguali, 
Li P : CR È È 
La somma di due o più angoli può occupare tutto 
il piano. L angolo somma che si ottiene si dice angolo di 
è giro, o semplicemente angolo giro (fig. 20). 


SE 
Fig: 20 

L’angole giro equivale a due angoli piatti. 

43. Come per i segmenti, così per gli angoli si pos- 
sono considerare i multipli e i sottomultipli secondo qua- 
lunque numero. 

44. Differenza di due angoli. Dati due angoli dis- 
uguali, esiste un angolo che aggiunto al minore dà una 


somma uguale al maggiore. Tale angolo si dice differenza 
dei due angoli dati. ì 


Fig. 21 È 
La differenza dei due angoli AÒC, A © B (fig. 21) è 


(Ò CSA 00 


Se i due angoli sono uguali la differenza è nulla. 


Sono evidenti le proposizioni: > 

1 Differenze di angoli rispettivamente uguali sono 
uguali, 

2° Se da due angoli disuguali si tolgono angoli uguali, 
si ottengono angoli disuguali nello stesso senso. 


45. Due angoli si dicono supplementari se la loro 
somma è uguale ed un angolo piatto. Due angoli adiacenti 
sono supplementari. Angoli supplementari di uno stesso 
angolo, o di angoli uguali, sono uguali: sono infatti dif- 
ferenze di angoli uguali. 

I supplementi di angoli disuguali sono disuguali in 
senso contrario, 


46. Angoli opposti al vertice. — Due angoli si dicono 
opposti al vertice se i lati di uno sono i prolungamenti dei 
lati dell’altro. 

A 


D 


Fig. 22 


Teor, Gli angoli opposti al vertico sono uguali. — In 
fatti gli angoli opposti al vertice A O B, C O D (fig. 22) sono 
uguali, perchè entrambi supplementari dello stesso ango- 
lo AOD. 


47. Le nozioni date permettono di risolvere i seguenti pro- 
blemi: ì F 
Probl. 41.° Dividere un segmento dato in due parti uguali, 


Sia AB il segmento dato (ig. 23); conduciamo per A e per B 
due semirette AM e BN, da bande opposte di A B e tali che formino 


con AB due angoli ABN, BAM uguali fra loro. Presi su AM è 


ge IA 
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segmenti uguali AH e BK, traccio il segmento H K che In- 
AB in 0: dico che 0 divide A B per metà. Infatti muovendo 


Fig. 238 


ls figura in modo da invertire il segmento . AB e che l’angolo M ÀB R 


venga a sovrapporsi all'angolo uguale ABN, il punto H verrà in 
K e viceversa, per cui tanto la retta A B, quanto la retta H K verranno : 
a sovrapporsi a sè stesse; quindi il loro punto d’incontro O deve “i 
tornare in 0; il segmento 0A si sovrappone quindi ad OB e vice- i 
versa: allora sarà 0A — OB. 

Nessun altro punto divide AB in due parti uguali. 


Probl. 20 Dividere un angolo dato in due parti uguali. 


Sia AÒB un angolo convesso (fig. 24); si "prendano sui due lati 


04, OB i segmenti OM = OM, ON — ON fa 


04 


I emiret OC divide l'ungolo dato in due parti uguali, 


A A 
Siccome A 08 BOA (n. 37), fatte coincidere BO A con AO B, 
i nti M' ed N' vanno a coincidere con M ed N e viceversa, e i ‘seg- 
renti MN’ e NY i imbiano, per cui il punto € coincide con sè 
stesso; ] lo A Ò( va a coincidere con CO B e quindi Ja semiretta 
OC div 10B in due parti uguali. 
Nessun'altra semiretta divide 408 in due parti uguali. 


riretta OC, che divide l'angolo AOB in due parti 
bisettrice dell'angolo. 


OsservazioNE. Se l'angolo fosse concavo si traccia la bisettrice 


OC dell'angolo convesso A O 8, indi la si prolunga oltre il vertice: 
la 0C' è bisettrice dell'angolo concavo. 


ESERCIZI. 


1. Da un punto Q di un piano si tirano due semirette 0A, 0 B: 
quand’è che i due angoli che si formano hanno lo stesso nome? 


2. Che angolo formano le lancette di un orologio quando segnano 
le ore due, oppure le sei, oppure le otto? 


8. Alle ore 13 che angolo formano le lancette di un orologio ri- 
spetto ad un angolo piatto? Che angolo formeranno dopo 4 ore 
rispetto ad un angolo giro? 


4. Disegnare a mano libera quattro angoli la cui somma sia uguale 
a un angolo giro. 


Disegnare a mano libera l’angolo differenza di due angoli dati. 
Disegnare a mano libera due angoli supplementari. 
Le bisettrici di due angoli opposti al vertice sono in linea retta. 


Dati due angoli opposti al vertice il prolungamento della biset- 
trice di uno è bisettrice dell’altro. I 


9. Se gli angoli formati da quattro semirette che escono da uno 
stesso punto sono tali che il primo è uguale al terzo ed il secondo 
al quarto, le semirette sono a due a due per diritto, 


‘10. Se da un punto Q di ùn piano si tirano quattro semirette O A, 


0B, OC, OD, tali che gli angoli ACB, CÒD siano uguali, le 
bisettrici degli altri due angoli sono per diritto, 


11. Sia AÒB un angolo, 0C la sua bisettrice e 0D una semi- 
retta qualunque esterna all'angolo. L'angolo DÒ C è uguale alla 
semisomma dei due angoli DOÒA e DÒB. 9 

12. Sia AÒB un angolo, 0C la sua bisettrice e 0D una semiretta 
qualunque interna ad A Ò B. L' angolo DÒC è uguale alla semi- 
differenza dei due angoli DO A, DOB. = 


NOM 
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CAPITOLO IV, 


Poligoni, Triangoli, Rette perpendicolari 


Generalità sui poligoni. 


48. Si dice spezzata una linea formata da segmenti; 
i segmenti si dicono lati della spezzata, 

L’ origine del primo lato si dice origine della spezzata: 
il termine dell’ultimo, termine della spezzata. 


B c 


D 


Fig. 28 


Una spezzata è convessa (fig. 25) se il prolungamento 
di un lato qualunque non incontra un altro lato, concava 


D v 


B 
Pig. 20 Pig. 27 


(fig. 26) in caso contrario, intrecciata (fig. 27) se due lati 
non consecutivi si tagliano, 


Se il termine di una spezzata coincide coll’origine la 
Spezzata si dice chiusa, 


+ er n Re. pen 


;a 
26 


49. Si dice poligono la parte di pinno Imitata da una ; p9 
Spezzata chiusa, non intrecciata, 

Si può anche dire che il poligono A (DE è l'insieme 
degli infiniti punti comuni agli angoli AB C,BCD,CDE,,, ug 

I segmenti A B, BC, CD... si dicono tali del poligono, so 
ì punti A, B, C,... comuni ai lati, vertici del poligono; gli n 
angoli formati da due lati consecutivi e contenenti il po- i 
ligono, si dicono angoli ‘interni, 0 semplicemente angoli del 
poligono. Si dice angolo esterno di un poligono ogni angolo 
formato dal prolungamento di un lato col lato successivo, 

Diagonale di un poligono è il segmento che unisce due 
vertici non consecutivi. 

Il perimetro di un poligono è la somma dei lati. 


c D) c 


Fig. 28 Fig. 29 


Un poligono si dice convesso (fig. 28) se rimane dalla 

stessa banda rispelto alla retta di ogni lato, concavo (fig. 29) 

se il prolungamento di qualche lato lo divide in due parti. (1) 
Un poligono si dice triangolo, « il 

ecc., secondo che ha ] 


ingolo, Così il lato BC è opposto 


i un triangolo è equilatero se ha i tre lati 
isoscelo se ha due lati uguali (fig. 31), 
tre lati disuguali (fig. 32). 


Rette perpendicolari. 


51. Def. Due triangoli sono uguali quando hanno f tre 
lati e î tre angoli rispettivamente uguali. 
Due triangoli si possono ritenere uguali quando si pos- 


sono muovere in modo che i vertici di uno vadano a coin- 
cidere coi vertici corrispondenti dell’altro. 


52. Osservazione. I triangoli possono essere direttamente o 
inversamente uguali. Sono direltamente uguali quando gli elementi 
rispeltivamente uguali sono disposti nello stesso ordine, inversamente 
ugualî quando questi elementi sono disposti in ordine inverso. 

Noi considereremo sempre triangoli direttamente uguali. 


53. TeoR. Due triangoli sono uguali se hanno due lati 
e l'angolo compreso rispettivamente uguali. 
Siano i due triangoli A BC, A' B'C° (fig. 33) tali che 
A Bi= A:BICACE= TAG BIA\CS=BYAtGt 
A À 


3 A i v 


Fig. 83 


Trasportiamo il triangolo A BC in modo che l’angolo 
BC coincida coll’angolo B'À'C', Essendo A B = A'B' e 
AC = A‘C’, il punto B coinciderà con B' e € con C*. Coîn- 
cidendo i vertici dei due triangoli essi sono uguali. 

Osservazione. In due triangoli uguali a lati uguali si 
oppongono angoli uguali, ad angoli uguali si oppongono 
lati uguali. 
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54. Def. Due rette si dicono perpendicolari una all’al- 
tra, quando incontrandosi formano quattro angoli uguali. 

Ciascuno degli angoli formati da due rette perpendi- 
colari si dice retto. 

55. Tror. In un pîano, da un punto fuori di una retta, 
o su di essa, si può condurre una retta e una sola perpendi- 
colare alla retta data. 

1.° Sia A Bla retta data (fig. 34) ed un punto M fuori 
di essa; si conduca per M una retta che incontri la A B in 
un punto qualunque H, e da banda opposta di M, rispetto 
ad AB, la semiretta HK che formi con HB l’angolo 
BHK=MAB. 


Fig. 84 


Prendiamo su H K un segmento HM’ = H mM. 
M M' è quella richiesta. ì la retta 

Infatti sia L il punto di incontro di M M’ con AB: 
due triangoli MAL, LHM' hanno HL comune, HM = zùg 
per costruzione, e gli angoli M H L, LÀ Mm uguali pure 
per costruzione. Sono quindi uguali, e sarà HÎM = HÈyp 
Gli angoli MLB, M'LB saranno uguali ai precedenti, Belcha 
loro opposti al vertice; la retta MM' è quindi Perpendico- 
lare ad AB. 

Dimostriamo che di tali rette se ne può condurre una sola. 
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Infatti ne esistesse un'altra MN, che formasse gli angoli 


MÒI P uguali, conducendo N M' avremmo due triangoli M LN, 
MLN + i per avere MI M'L, \ati dei triangoli uguali HML, 
HM! N comune e gli angoli M ÈN, e M'È N, uguali per dimo- 
strazione. Risulterebbe che gli angoli MNL, LÎ M' sarebbero uguali. 
Dalla quale relazione e dall'ipotesi che MNL = LP, ne segui- 


rebbe l'uguaglianza assurda 
LNM = LÒP. 
2.° Sia RS una retta data (fig. 35) ed un punto O su 
di essa; presa una retta qualunque A B (fig. 34) si conduca 
da un punto M la retta M M', che incontri A B in un pun- 
to L, e formi con essa quattro angoli uguali; e si trasporti 


K 


È K 


Fig. 35 


quindi tutta la figura in modo che L venga in O e la retta 
AB si sovrapponga ad RS. La nuova posizione di M M° 
sia K K'; evidentemente questa è la retta richiesta. Di tali 
rette se ne può condurre una sola, altrimenti si avrebbero 
due rette, che dividerebbero entrambe per metà l’angolo 


piatto R Ò S. 
Cor. Due rette perpendicolari ad una stessa retta non 
s'incontrano. . = 
Infatti, se si incontrassero, dal punto d’incontro si po- 
—_trebbero condurre due perpendicolari ad una stessa ret 


ao) 


56, L'angolo retto è la metà dell'angolo piatto. 
Gli angoli retti sono lutti uguali fra loro. 
Due angoli si dicono complementari, se la loro somma 
è un angolo retto. a 
Angoli complementari di uno stesso angolo sono uguali. 
Ogni angolo minore di un retto si dice acuto; ogni 
angolo maggiore di un retto si dice ottuso. $ A 
Angoli complementari di angoli disuguali sono disu- 
guali in senso contrario, 
52. Nella pratica per condurre rette perpendicolari e per dise- 
gnare angoli retti, si può usare, come vedremo in seguito, il com- 


passo, 0 più semplicemente, la squadra (fig. 36), strumento avente 
due lati AB, BC perpendicolari. 


Mediante la fig. 37 si risolve facilmente il 

PE a Ne il da un punto qualunque D la perpendicolare 
| 58. Colla squadra si risolve pure il 

mul tia Rete ft a a neo 


LI 
vw dra 
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qualunq o 48 conduco la perpendicolare HK a BC. Su 
O M pr 3 K e, condotta la perpendicolare P L, prendo su 


di essa P_Q Unendo 0 con Q si ottiene l'angolo Q HI 
ABC 
A À 
na SÒ, 
siii ò SS > 
K B CN 0 M 
Fig. 3v 


Se l’angolo A BC fosse ottuso (fig. 39) si prolungano BC e OM 
in BK e ON; su ON si costruisce NÒOR = KBA. Il supplemento 
di NOR, cioè ROM, è uguale ad AHC. 


Proprietà del triangolo isoscele. 


59. Def. In un triangolo si dice altezza il segmento 
di perpendicolare condotto da un vertice al lato opposto, dî 
al suo prolungamento. 

In un triangolo si hanno tre altezze. Sappiamo che 
un triangolo si dice isoscele se ha due lati uguali; il terzo 
lato si dice base del triangolo isoscele e gli angoli ad esso 
adiacenti, angoli alla base. In un triangolo isoscele si usa 
dire altezza, quella relativa alla base e vertice il vertice 
opposto. ; 


60. Teor In un B 
triangolo isoscele gli 
angoli adiacenti alla 
base sono uguali. 


A Cc 


Fig. 40 
Sia A BC il triangolo in cui A B = BC (fig, 40). Ro- | 
vesciando l’angolo A B €, e fatto coincidere con C è A, il 


8 — Barr: Geometria. 


\entre A verrà in C e viceversa; ne 


RA © verrà a sovrapporsi all’angolo 
Cor. Un iriangolo equilatero è equiangolo, cioè ha i 
tre angoli uquali, { 

Tror. In un triangolo isoscele la retta che sini il 
vertice col punto di mezzo della hase è perpendicolare alla 
base e divide per metà Vangolo al vertice. 


B 


A (h 
H 


Fig. 41 


Nel triangolo isoscele A BC (fig. 41) sia H il punto di 
mezzo della base A C. I triangoli A BH, CBH sono uguali 
perchè hanno per ipotesi BA = B CCAH=CHe gli an- 

‘ goli A e € uguali, come angoli alla base del triangolo iso- 
scele. Ne segue che gli angoli A BH, HBC sono uguali, 
cioè ABC è diviso per metà da BH; e gli angoli BA, 
BHC sono uguali, cioè BH è perpendicolare ad AC. 

61. Serpiamo che la semiretta, che divide per metà 


un angolo, si dice bisettrice dell'angolo; il segmento BH 
si dice bisettrice del triangolo relativa alla Do AC. 


La congiungente un vertice dì un triangolo col punto - 


di mezzo del lato opposto si dice mediana. 
In un triangolo si hanno tre bisettrici e tre mediane. 


62. Osservando che la bisettrice di un angolo è unica, 
così pa mediana e l'altezza relative n 


13, 


14, 


ERCIZI 


Ina no «di n lati il numero delle diagonali è dato da 


Qual’è il poligono che ha tante diagonali quanti sono i lati? 
Le bisettrici di due angoli adiacenti sono perpendicolari tra loro. 
Se le bisettrici di due angoli consecutivi sono perpendicolari 
tra loro, gli angoli sono adiacenti. 

Da un punto O di una retta AB si traccino le semirette oc 
e OD in modo che gli angoli AOC, COD, DÒB siano uguali. 


A quale frazione dell’angolo retto equivale uno di questi 
angoli? Tirando OE perpendicolare ad AB dimostrare che è 


bisettrice dell’angolo cÒD. 
Di due angoli supplementari uno è i i dell’altro; a quale fra- 


zione dell’angolo retto equivale ciascun angolo? 
Trovare a quale frazione dell’angolo retto sono due angoli 


complementari di cui uno È dell’altro. 


Se due rette si incontrano le bisettrici dei loro angoli formano 
due rette perpendicolari tra loro. 


Dal vertice di un angolo si tirino le perpendicolari ai lati; l’an- 
golo da esse formato è supplementare dell’angolo dato. 

In un triangolo isoscele le mediane relative ai lati uguali so- 
no uguali. 


Dato un triangolo equilatero ABC si prendano sui lati e nello 
stesso senso tre segmenti uguali: AA’, BB’, CC°. Dimostrare che 
il triangolo A‘B'C' è anch'esso equilatero. 


Dato un triangolo isoscele ABC si prendano sui prolungamenti 
della base due segmenti uguali: BB’, CC’. Si dimostri che i 
due segmenti AB' e AC’ sono uguali. 

Dati sopra un piano una retta m e due punti A e B fuori di 
essa, trovare sulla retta un punto € tale che le rette AC e 
BC siano egualmente inclinate sulla m. 

(Si tiri da B la perpendicolare BH ad m e si prenda sul pro- 
lungamento H B'° = BH; indi sì congiunga A con B'). 


Dati una retta m e due punti A e B fuori di essa, trovare su, 
m un punto € tale che le rette CA e CB formino angoli 
uguali colla perpendicolare ad m in €. 


MTOLO V. 


Relazioni fra lati ed angoli di un 
triangolo, — Proiezioni 


63. Tror. In un triangolo un angolo esterno è maggiore 
di ciascuno degli angoli interni non adiacenti ad esso. 
Sia ABC un triangolo (fig. 42) e BCD un angolo 


esterno; sì deve dimostrare che B C D è maggiore di A BC 
e di BAC. 


Fig. 42 


Si unisce A col puato di mezzo 
lungamento di A M s 


M di BC e sul pro- 
prende un segmento 


ME=AM, 
Il punto E si troverà nell’ 


angolo B È D, per cui, condotta 
C E l'angolo BÈ D sarà m 
cali 


Aggiore! di BC E, perchè lo con- 


si db " t ott 


tiene, 


dee f 
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4 BM, ECM hanno BM = MC ed 
ostruzione, e gli angoli A M B, EMC 


sti al vertice; per cui (n. 53) sono uguali, 
E sarà uguale all'angolo A Bc. 
Essendo B € D MCE sarà pure BÈOD> ABC. 
Prolungando 8 € in H, si dimostra, nello stesso modo, 
che A CH > BÀ € ed essendo ACH = BC D, avremo an- 


che BC D > BAC. 


64. Teor. In ogni triangolo la somma di due an- 
goli interni è minore di un angolo piatto. 


Infatti essendo A B € < BÈ D (fig. 42) sarà pure: 
ABC + AGB < BÈÙD + AGB. 


Ma BOD+ACBè uguale ad un angolo piatto: quin- 
di è dimostrato il teorema. 


Cor. 1.° In un triangolo un solo angolo può essere 
retto, od ottuso. 

Se infatti due angoli fossero retti od ottusi, la loro 
somma sarebbe uguale o maggiore di un angolo piatto. 


Cor. 2.° In un triangolo isoscele gli angoli alla base 
sono acuti, 


65. Un triangolo si dice acutangolo, se ha tutti gli 
angoli acuti; rettangolo, se ha un angolo retto; ottusangolo, 
se ha un angolo ottuso. 


In un triangolo rettangolo i lati che comprendono l’an- 
golo retto si dicono cateti, ed il lato opposto all’angolo 
retto ipotenusa. 


66. Teor. 1.° Se in un triangolo due lati sono disuguali, 
gli angoli opposti sono disuguali, ed al lato maggiore sta op- 
posto l’angolo maggiore. 

Sia il triangolo A BC (fig. 43) in cui AB > AC. Si 
deve dimostrare che AC B > A Bc. 


\ \ 


’) i} i unisce B con D. Essendo il 
BD isoscele, gli angoli ABD e ADB sono 


triangolo A B 
uguali. Ma l’angolo A CB è maggiore di A DB, perchè 
esterno rispetto al triangolo B € D, e quindi sarà maggiore 


di ABD ed anche di una sua parte, cioè di A BC. 


A 


Fig. 43 


TrOoR. 2.° Se in un triangolo du 
n e an ] 
lati opposti sono uguali. (reciproco del ra ‘60) E 
Infatti, se i lati fossero disuguali, anche f li ). li 
posti sarebbero disuguali, contro l’ ipotesi. . 841 angoli op- 
Cor. Un triangolo equiangolo è equilatero 


TroR. 3.° Se in un triangolo due 
lati opposti sono disuguali ed al Mpa seno disuguali, i 
il maggior lato. (recipr. del teor. 1.9), Bolo sta opposto 


Nel triangolo ABC (fig. 48) sia è. 2 à 
A B > AC. Infatti se A B fosse uguale © mai, dico Jake 
e di : 


sarebbe l’angolo opposto È uguale o mi SANTA 

l’ipotesi. Deve dunque essere AB > Ha di 8, contro 
Cor. 1° In un triangolo rettangolo bi, 

giore di ciascun cateto. potenusa è mag. 
Cor. 2.°. In un triangolo ottusangolo il lato on 

l'angolo ottuso è maggiore di ciascuno degli alteleato al- 

‘ de a 


ea ie a 


Y 


ni - Segmenti da un punto 
ad una retta, 


proiezione di un punto su una retta è il piede 
ndicolare condotta dal punto alla retta, 
zione di un segmento su una retta, non per- 
lare alla retta, è il segmento determinato dalle pro- 
iezioni dei suoîì estremi sulla retta, 


Q 
Pre Q 
i P 
è EP' CRIS) Pi O 


Fig. 44 

La proiezione del punto P (fig. 44) sulla retta A B è P,, 
la proiezione del segmento P Q è P' Q'. Se il punto è sulla 
retta la sua proiezione è il punto stesso. 


68. Teor. Se da un punto fuori di una retta, si conduce 

alla retta il segmento perpendicolare e più segmenti obliqui: 

1.° Il segmento perpendicolare è il minimo. 

2.° Due segmenti obliqui, aventi projezioni uguali, sono 
uguali. 

3.° Due segmenti obliqui, aventi projezioni disuguali, 
sono disuguali ed è maggiore quello che ha projezione mag- 
giore. 

0 


MONCA: P IBACN 
Fig. 45 
1° Sia MN (fig. 45) la retta data, O un punto fuori 
di essa; OP il segmento perpendicolare e OA, 0B, 0C 


lo rettangolo O PA si deduce 


) A 


9 i PA PBidue triangoli rettangoli OPA, 
OPB >» uguali: quindi O A O B. 
8° Essendo PC > PB sarà 0C > OB perchè nel 


triangolo 0 BC l'angolo 0 BC è ottuso. 
Osservazione. Da un punto ad una retta non si pos- 
sono condurre più di due segmenti uguali, 


69. Il minimo segmento O P si dice distanza del pun- 
to O dalla retta M N. Quindi: 


Def. La distanza di un punto da una retta è il segmento 
perpendicolare condotto dal punto alla retta. 


70. Si dimostra facilmente, per assurdo, il teorema 
inverso. 

Due oblique uguali hanno proiezioni uguali. 

Infatti se avessero proiezioni disuguali, sarebbero dis- 
uguali, contro l’ipotesi. 

Di due oblique disuguali, la maggiore ha proiezione 
maggiore. 


Infatti se l’obliqua maggiore avesse proiezione uguale 
o minore dell’altra, sarebbe uguale o minore dell’altra, con- 
tro l’ipotesi. ù 


ESERCIZI, 


1. L'angolo esterno adiacente ad un angolo alla base di un trian_ 
golo isoscele 82 ai un angolo retto. A quale frazione dell’an- 


golo retto equivale la somma dei due angoli alla base del 
triangolo? 

2. Se si unisce un punto O, interno al triangolo ABC, coi vertici 
B e C si ha: BOC > Bi, 


8. Il segmento che unisce un vertice di un triangolo con un punto 
del lato opposto è minore di uno almeno degli altri due lati, 


ue 


5 


15. 
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un'altezza di un triangolo si trova sul relativo lato, 


suo prolungamento, secondo che gli angoli adiacenti 

itrambi acuti, oppure uno è acuto e l’altro ottuso, 

mediana di un triangolo è maggiore, uguale, o minore 

tà del lato corrispondente, l’angolo opposto a questo lato 

è iguale, o maggiore della somma degli altri due angoli. 
In un triangolo la somma delle tre altezze è minore del peri- 


metro. 


Se due triangoli hanno un lato uguale, adiacente a due angoli 
acuti, oppure ad uno acuto e l’altro retto, e gli altri due lati 
di uno rispettivamente maggiori degli altri due lati dell’altro, 
l'angolo compreso fra i primi due lati è minore dell’angolo com- 
preso fra gli altri due. (Si facciano coincidere i due lati uguali e 
si dispongano i due triangoli da bande opposte di questo lato; si 
tiri l'altra diagonale del quadrilatero, indi ecc.) 


In un quadrilatero convesso A BC D, il lato AD è il maggiore, 
BC il minore. Dimostrare che gli angoli adiacenti al lato BC 
sono rispettivamente maggiori dei loro opposti. 


In un triangolo la semisomma di due lati è maggiore dell’altezza 
che parte dallo stesso vertice. 


Due oblique condotte da un punto ad una retta, sono uguali se 
formano angoli uguali con la perpendicolare condotta dal punto 
alla retta. 


La bisettrice di un angolo di un triangolo divide il lato oppo- 
sto in due segmenti minori dei lati rispettivamente adiacenti. 


Se due triangoli isosceli hanno la base comune, la retta che 
unisce i vertici divide per metà la base. 


Un angolo esterno alla base di un triangolo isoscele è sempre 
ottuso. 


Il segmento che unisce il vertice di un triangolo isoscele con 
un punto della base è minore dei lati; il segmento che unisce 
il vertice con un punto del prolungamento della base è mag- 
giore dei lati. 


Dati sopra un piano una retta m e due punti A e B, fuori di 
essa e da una stessa parte, trovare sulla retta un punto € tale 
cene Je rette AC e BC formino angoli uguali colla retta m. 
(Si trova il simmetrico A’ di A e si congiunge A’ con B che 
taglierà la retta m nel punto richiesto €). 


\ 


_—m6m—=1m1212x1z1k17_É_—__—_——_—— "cu EEN 
Sea 1 ns L 


APITOLO VI 


Relazioni fra i lati di un triangolo 
e di un poligono 


#1. Tror. In un triangolo ogni lato è minore della som- 

ma degli altri due, ©’ 
Sia A BC il triangolo (fig. 46) i i o mag 
du golo (fig ) in cui BC è il lato mag- 
- 


ade dl 5 
triangolo ciascun lato è maggiore della 
difi egli altri due, 
rato si ha: 
AB GUAGS BGA 
lai due membri il lato AC si deduce: 
AB> BC— AC. 
In un poligono qualunque un lato è minore della 
somma di tutti gli altri (1). 


D 


A B 


Fig. 47 


Sia ABCDE un poligono (fig. 47); dal vertice A si 
conducano tutte le diagonali: allora si deduce: 


AB<BCHAC 
AC<CDYHKAD 
AD<DEHKEA 

Sommando e semplificando sì ottiene: 
AB<BC+CD+DEY+EA. 


13. Un poligono si dice inviluppato da un altro quando 
tutti i suoi punti sono interni all’altro, Il secondo poligono 
si dice inviluppante. 


Teor. I perimetro di un poligono convesso inviluppato è 
minore del perimetro del poligono convesso inviluppante. 


1) Questa proprietà si dimostrare anche col metodo di induzione, cioè ammettendo SE 
che Sca Di Mitra che è vera per m+1 lati. 


Se di 


Si abbia il poligono convesso ABCD (fig. 48) contenuto nel 
poligono MNPQR. Prolunghiamo i successivi lati del primo fino 
ad incontrare il perimetro del secondo nei punti H, K, F, E. Appli- 
cando il teorema sopradimostrato ai poligoni EMHA, HNPKB, 


KCFQ, FDER, avremo le seguenti disuguaglianze: 
ABRXBHKZEA4+EM+ MH, . . +. x 
BC4+CK<BH$4 HN+NP+PK, 
CDKYDF<CK4+KQ+ QF, 
DA+AE< ER RF+DF. 


Fig, 48 


Sommando queste disuguaglianze e soppri “comu- 
nî BH, CE, DF. AE si ottiene: © Meno pate 


4B+BC+CD+ DA<MN4NP+P0+0R4 Rw. 
Osservazione. Se i vertici del poligono inviluppato 
sono punti del contorno: del primo, la proprietà è ovina A 
ezzala il pegmento che unisce 
imetro della spezza ORI 


10. 


11. 


12. 
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ESERCIZI, 
re < n un triangolo il lato maggiore è minore della 
degli altri due, per mezzo dell’altezza relativa. 
un tr golo ciascun lato è minore del semiperimetro. 
ì un triangolo la somma dei segmenti che uniscono un punto 
nterno cogli estremi di un lato è minore della somma degli 


altri due lati, 


In un triangolo la somma dei segmenti che uniscono un punto 
interno coì vertici è minore del perimetro e maggiore del semi- 
perimetro. (Per la prima parte, vedi problema precedente). 


Se ì vertici di un triangolo sono situati sui lati di un altro, 
il perimetro del primo è minore del perimetro del secondo. 


In un triangolo una mediana è minore della semisomma dei 
due lati concorrenti con essa e maggiore della semidifferenza. 


Il perimetro di ogni quadrilatero convesso è maggiore della 
somma delle due diagonali. 


In un poligono convesso la somma dei segmenti che uniscono 
un punto interno coi vertici è maggiore del semiperimetro. 


In un quadrilatero la somma dei segmenti che uniscono un 
punto interno coi vertici è maggiore della somma delle diago- 
nali. 


Dimostrare che in un triangolo un lato è maggiore della diffe- 
renza degli altri due in base al teor. 3° n. 66. (Si prende sul 
maggiore dei due lati un segmento uguale al minore, indi ecc.). 


Dati in un piano una retta m e due punti A e B da una stessa 
parte di m trovare in m un punto € tale che la somma 
AC +4 BC sia minima. 


Fra tutti i triangoli aventi una data base e una data altezza, 
il triangolo isoscele è quello che ha il minimo perimetro. 
(Sia ABC il triangolo isoscele e M BC un altro triangolo 
avente la stessa base BC e altezza uguale; il perimetro di A BC 
è minore del perimetro di M BC. Basterà dimostrare che 
AB + AC < MB + MC. Si prolunga B A di BD — ABe 
si unisce D con M e con C. Si vede subito che il triangolo CA D 
è isoscele e così DMC; quindi MD — MC. Dal triangolo B M D 
si ha: BD < BM + MD, ossia: BA + AD < BM + MD; 
infine BA + AC <ZBM4t+ MC) 


CAPITOLO VII 


Uguaglianza dei triangoli e dei poligoni 


î5. Abbiamo già dimostrato (n. 53) il primo criterio 
di uguaglianza dei triangoli, cioè: 

Due triangoli sono uguali se hanno due lati e l'angolo 
compreso rispettivamente uguali. 


In base a questo teor. e al n. 58 si può risolvere il 


Problema. Dato un triangolo ed un segmento, uguale ad un lato, 
costruire su questo segmento un triangolo uguale al triangolo dato. 


€ 


CAV (CE BM P' N 


Fig. 49 


Sia A B C il triangolo dato ed il segmento M N = A B (fig. 49) 


Su M N si costruisce un angolo PMN=CAB€e sul lato M P sì prende 
il segmento MP=AC e si unisce P con N. Il triangolo MPN è 


quello richiesto, 
#6. Vediamo ora gli altri teoremi sull’uguaglianza dei 
triangoli. \ 
TroR. Se due triangoli hanno un lato e due angoli ordi- 
natamente uguali, sono uguali. 


45 


e casi: 
ano adiacenti al lato, 
li ABC, DEF (fig.50)in cu AB= 


E. Per dimostrare l'uguaglianza dei due 
dimostrare che B € = E F. Procediamo 


D 


F 


Fig. 50 


Supponiamo B € > E F: prendendo su B C un seg- 
mento B M = E F, i triangoli AB M, DE F, avendo AB = 
=DE, BM =EF,B= È sono uguali: ne segue che gli 
angoli B A M, E D F sarebbero uguali. Essendo per ipo- 
tesi B A C = E D F ne verrebbe BAM=BAC, il che è 
assurdo. Dunque B € non può essere maggiore di E F. Ana- 
logamente si dimostrerebbe che non può esserne minore; 
quindi B C = E F edi due triangoli risultano uguali per 
il n. 53. 

2° I due angoli, siano uno adiacente, l’altro opposto 
al lato uguale, 

I due triangoli A B C, D E F abbiano AB=DE, 
Ba É, Ca f. Basterà anche qui dimostrare che B C = E F. 

Supponiamo che sia B € > E F, Colla stessa costruzio- 
ne del primo caso risulterebbero uguali i triangoli A B M, 
D E F, e gli angoli A M B, D È E dovrebbero pure essere 
uguali. Essendo per ipotesi A C B = D È E, ne seguirebbe 
A ÎÙ B = A È B, il che è impossibile, essendo A M B un 

| angolo esterno al triangolo M C A e quindi maggiore del- 
l'interno non adiacente A È B. Dunque B € non può essere 


i 


—— Ri 


16 


FF, Analogamente si dimostra che non potreb- 
re minore, Risulta quindi 8 C E F; ed i due trian. 

lati sono uguali, 
O one, La dimostrazione del primo caso di questo teo- 
rema sì può fare facilmente per sovrapposizione. Basta far coinci- 
dere gli elementi rispettivamente uguali dei due triangoli per ve- 


dere che i due triangoli coincidono 

??. Tror. Se due triangoli hanno due lati rispetti. 
vamente uguali e l'angolo compreso disuguale, il terzo lato 
è maggiore nel triangolo in cui l'angolo opposto è mag- 
giore. 


E 


Fig. 61 


Siano i due triangoli A BC, DE F (fig. 51) in cui A Bia 

SEP fog Fed ABC<DEF., Si deve dimostrare che 
Su B C costruiamo un triangolo B M € u 

golo D E F e posto da banda opposta di A 5 Padoa 
B C. Tracciamo la bisettrice B N dell'angolo A_è M; “N 
_ ABC<C B M, essa cadrà evidentemente abitino n 7 
giore © B M e incontrerà il lato € M in un punto L, Ti sà 
A L, risultano due triangoli B A L, B M L uguali a sendo 
BL comune, B A = B M per ipotesi, AB L = L $ y So 
costruzione. Ne segue A L = M L. Dex 


«DE > AC: 
o minore di A 
uguale o minori 


78. Te 
mente uguali, 


= 


Ora dal triarigolo A _C L si ha: 
1 GERANEGSIRG 
ed essendo A L = M L, 
A G< MIEI 


cioè A C < MC; e poichè, per costruzione, M C = D F, 
avremo A € < DEF, 


Reciprocamente: 

Se due triangoli hanno due lati rispettivamente uguali 
ed il lerzo disuguale, l'angolo compreso fra i primi due lati 
sarà maggiore nel triangolo in cui il lato opposto è mag- 
giore, 

Se nei due triangoli ABC , DEF, è DE — AB, EF — BC 
e DF > AC, sarà DEF > ABC. Infatti se DÉF fosse uguale 


o minore di AÈC, sarebbe, per il teor. precedente, il lato DE 
uguale o minore di A C, il che è contro ipotesi, 


#8. Teor. Se due triangoli hanno i tre lati ordinata» 
mente uguali, sono uguali. 

Nei due triangoli A B C, D E F (fig. 50) si abbia AB = 
=DE,BC=EF,AC=DF. Per dimostrare che i due 
triangoli sono uguali, basterà dimostrare che À=D, poi- 
chè allora si ricadrà nel primo caso di uguaglianza dei 
triangoli. Infatti se A fosse maggiore o minore di D, per il 
teorema precedente, dovrebbe essere il Jato opposto B C 


maggiore o minore di E F, contro l’ipotesi. Deve dunque 


essere A = D. 


#9. Da quanto si è detto possiamo affermare che due 
triangoli sono uguali quando hanno rispettivamente 
‘guali: 

1° Due lati e l'angolo compreso (n. 53); 

2° Un lato e due angoli (n. 76); 

3° I tre lati (n. 78). 


\4 — BAFFI: Geometria. 
\ 


e 


particolare dei triangoli rettangoli si ha il 
Tror. Du angoli rettangoli sono uguali se hanno: 
1° 7 cate livamente uguali. 

| un angolo acuto, disposti nello stes- 
so senso, Tispi Ì e uguali. 
I un angolo acuto, disposti nello stesso 
senso, rispettivamente uguali, 


Per i triangoli rettangoli abbiamo anche il seguente 
caso particolare: 


Tror. Due triangoli rettangoli sono uguali se hanno 
l’ipotenusa ed un catelo rispettivamente uguali. 


Basta disporre ì due triangoli rettangoli in modo che 
abbiano il cateto uguale comune e si trovino da bande 
opposte rispetto al cateto stesso. Si ottiene un triangolo 
isoscele, perchè le ipotenuse dei due triangoli sono uguali, 
in cui gli angoli alla base sono uguali. Per il secondo cri- 
terio di uguaglianza, del teor. precedente, i due triangoli 
rettangoli risultano uguali. 


SI. Def. Due poligoni, dello stesso numero di lati, 
sono uguali se hanno ordinatamente uguali i lati e gli 
angoli compresi fra lati uguali. 

I criteri di uguaglianza dei poligoni sono dati dal se- 
guente 

Teor. Se due poligoni, di ugual numero di lati, hanno 
i lati e gli angoli ordinatamente uguali, ad eccezione: 

1.0 di due lati consecutivi e dell'angolo compreso; 

2. di un lato e dei due angoli adiacenti; 

3.0 di tre angoli consecutivi; 


sui quali non si fa nessuna ipotesi, anche questi elementi 
sono uguali, ed i due poligoni sono uguali, 


1° Caso. I due poligoni A BC DE, A° B © DÈ 
(fig. 52) per ipotesi, abbiano: 

BC. = B'C', CD = © D' 

bB=b.,6=l,b= 


È età 


\} AE, À 7. A 


n ] (S 


Fig. 52 


Infatti sovrapponiamo i due poligoni in modo che B 
coincida con B’ e BC cada su B’ C° ; per l’ipotesi del teor., 
C coinciderà con €’, C D con C’ D' e DE con D' E”. Essen- 
do È = B' ed É = È, i lati BA ed EA cadranno eviden- 
temente sui lati B' A’ ed E’ A’ e quindi il vertice A, co- 
mune ai primi due lati, cadrà su A’, comune agli altri 
due. I due poligoni perciò coincidono e sono uguali. 

Gli altri due casi si dimostrano nello stesso modo. 


ESERCIZI. 


1. Se due triangoli rettangoli hanno le ipotenuse uguali, e un ca- 
teto dell'uno maggiore di un cateto dell'altro, il secondo cateto 
del primo triangolo è minore del secondo cateto dell'altro trian- 
golo. (Si dimostra per assurdo che il secondo cateto del primo 
triangolo non può essere nè uguale nè maggiore del secondo 
cateto dell'altro triangolo), 


"A 
2. In un triangolo isoscele, le bisettrici relative agli angoli alla 
base sono uguali, (1) 


8. Se due triangoli hanno due lati e le altezze corrispondenti a 
uno di essi rispettivamente uguali, sono uguali. 


1) La bisettrice di II Il d reso 
tra il e ni I) di un triangolo è il segmento di essa comp: 


e 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


no un lato e le altezze corrispondenti agli 


Îì ati uguali, sono uguali, 
ì è triangolo equilatero ABC si prendano nello 
o tre segmenti uguali A 4’, B B', CC’; poi si tirino 
{R CA’, BC', Dimostrare che questi tre segmenti 

srsecandosi formano un triangolo equilatero, 

Sui lati di un angolo O si prendano due segmenti uguali, 0A 
e OB e consecutivamente altri due segmenti uguali AC e BD. 
i REY Ù 5 
Sì unisca A con D e € con B, e sia £ il punto d’incontro, Di- 


mostrare che la retta O E è bisettrice dell'angolo O. 


Suì lati di un angolo, a ‘partire dal vertice, si prendano due 
segmenti uguali e si conducano per gli estremi le perpendicolari 
ai lati. Queste perpendicolari s'incontrano sulla bisettrice del- 
l'angolo. 


Data una retta PQ e due punti A e B dalla stessa parte di 


essa trovare su P Q un punto M tale che gli angoli A MP, BMQ 
siano uguali. 


Due punti A e B si dicono simmetrici rispetto al punto di 
mezzo O (centro di simmetria) del segmento A B che li unisce. 

Due punti A e B si dicono simmetrici rispetto ad una retta 
MN (asse di simmetria) se la retta AB è perpendicolare ad 
MN ed essi sono equidislanti da MN. 


La figura simmetrica di un triangolo rispetto ad un punto, 0 
ad una retta, è un triangolo uguale al dato. 

Trovare un punto su di una retta data tale che le sue distanze 
da due punti dati siano uguali. 


Se due triangoli hanno due lati e una mediana ordinatamente 
uguali, sono uguali. (Considerare i due casi secondochè la me- 
diana è relativa al terzo lato, oppure ad uno dei lati dati.) 


In ogni triangolo isoscele la somma delle 
della base dai due lati uguali è costante 
lati. (Si tiri l'altezza relativa a uno dei lati, e dal 1 

sulla base la perpendicolare all'altezza; questa ener 
due parti rispettivamente uguali alle due distanze), 


Se due lati di un triangolo sono disuguali 
parte dal vertice comune fa col lato maggio 
(Si prolunghi la mediana di un segmento u; 


distanze di un punto 
ed uguale ad uno dei 


» la mediana che 
Te angolo minore. 
Quale a sè stessa, 


i aa i 
Se due quadrilateri hanno tre lati e gli angoli che ess 
rispettivamente uguali, sono uguali, i formano 


Se due quadrilateri hanno tre angoli ed i due lati 
gli angoli, rispettivamente uguali, sono uguali, 


Se due quadrilateri hanno un angolo uguale ed î quattro tati 
rispettivamente uguali, sono uguali, (Si conduca una diagonale), 


compresi fra 


CAPITOLO VIII, 


Rette parallele 


82. Due rette A B, C D, di un piano (fig. 53), tagliate 
da una terza relta £ F, che dicesi trasversale, nei punti 
M ed N, formano, attorno ai punti M ed N, otto angoli, 
che a due a due, prendono nomi speciali. 


Le coppie (A ME, C NM), (EM B, MN D), (BM N 
DN F), (A M N, C N F) si dicono ANGOLI CORRISPONDENTI. 

Le coppie (A MT N, M N D), (B Î1 N, M N C) sì dicono 
ANGOLI ALTERNI INTERNI, 


Le coppie (A M E, D N F), (E M B, CN F)si dicoto 
ANGOLI ALTERNI ESTERNI, 


ir. Canili 


Le coppie (BM N, M N D), (A M N, C N M) si o 
ANGOLI CONIUGATI] INTERNI, 


h n n n 

Le coppie (A M E, C N F), (E M B, D N F) sì dicono 
ANGOLI CONIUGATI ESTERNI. 

83. Due rette distinte di un piano possono avere, l’una 
rispetto all'altra, due posizioni: 

I° Possono avere un punto comune; allora si dice 
che sì intersecano, 

2° Possono non avere nessun punto comune; allora 
sì dice che sono parallele, 

Quindi: 

Due rette si dicono parallele se, poste nello stesso piano, 
non hanno nessun punto comune. 

Dal n. 55 deriva subito: 

Due rette di un piano perpendicolari ad una terza sono 
parallele tra loro. 


84. TrOR. Se due rette, tagliate da una trasversale, for- 
mano due angoli alterni interni uguali, sono parallele. 


F 
Fig. 54 


Se le due rette A B e C D, tagliate dall 


(fig. 54) formano: a trasversale £ F, 
ig. I ; 


AMN=WNÈÒD, 
dico che sono parellele. 


ss gita 


S he si incontrino le due semirette M B e 
NDi O; si formerebbe il triangolo M O N in 
_ n 
ui l VY N O sarebbe uguale all’esterno A M N, 
» ile per il teor. n, 63. 


te sì dimostra che non possono incontrarsi 
le « | NG 


e € D sono parallele, 


due rette formano con una trasversale due 
identi uguali, sono parallele. 

i corrispondenti E B, MND (fig. 54) siano uguali. 
N uguale ad E M B, come opposti al vertice, sarà pure . 


uguale ad M N D; quindi le due rette A B e C D sono parallele. 

Cor. 2.9 Se due rette formano con una trasversale due 
angoli coniugati supplementari sono parallele. 

Se i due angoli coniugati interni BMN, MND (fig. 54) sono 
supplementari, sarà A MN uguale ad MN D, perchè entrambi supple- 
mentari di BM N. Quindi le due rette AB e CD sono parallele. 


85. Problema. Per un punto dato condurre la pa- 
rallela ad una retta data, non passante per il punto. 


Fig. 65 


Sia A B la retta data (fig. 55) e C il punto fuori di A_B. 

Si conduca da C la perpendicolare € D ad A B, e pure 
da C la perpendicolare € E a € D. La C E è parallela ad 

Praticamente si risolve questo problema mediante la 
riga e la squadra come indica la fig. 56. 


peo, + e — 


rvazio Si può risolvere questo probtema con- 
a € una retta che incontri A B e un’altra che 
d A B formi colla trasversale angoli alter: i in. 


Fig. 58 


86. Dall'esame delle figure 55 e 56 si vede che qua- 
lunque altra retta € E” passante per C incontra la retta A B. 
Possiamo allora accettare come evidente il 


PosruLato. Per un punto, fuori di una retta, sì può 
condurre una sola parallela alla retta. 

87. In base al postulato precedente possiamo dimo- 
strare il reciproco del teor, n, 84, 


Tror. Se due rette sono parallele, tagliato da una tra- 
sversale, formano gli angoli alterni e corrispondenti uguali, 
e gli angoli coniugati supplementari, 

Infatti siano AB e CD parallele (fig. 57); se l’angolo AMN non 
fosse uguale ad M N D, per M si potrebbe condurre una retta 4° 2* tata 


che A'MN sia uguale ad MN D. 


— 55 — 


sarebbe parallela a GC D 8 
bbero due parallele a CD, il che Ao st 


il che è assnrdo. 


F 


Fig, 57 
Gli angoli corrispondenti sono pure uguali. 


Infatti, essendo: 

E MB = A VO perchè opposti al vertice, 

AMN = MND per la prima parte del teor., 
si deduce: 

EMB = MND. 
Gli angoli coniugati sono supplementari, 
Infatti NM B è supplementare di A UN; ed essendo A MN = 
= MND, sarà pure NMB supplementare di MND. 

88. Da quanto abbiamo detto si deduce: 


Cor. 1° Due rette parallele ad una terza sono paral- 
lele tra loro. 


Cor. 2° Se due rette sono parallele, ogni retta che in- 


contri una, incontra l’altra, 
Cor. 3° Se due rette sono parallele, ogni retta per- 
pendicolare ad una è perpendicolare all'altra, 


Cor. 4° Se due rette non sono parallele si incontrano 
da quella parte in cui la somma degli angoli coniugati in- 
terni è minore di due angoli retti. 


Infatti le due rette non parallele A' B' e € D (fig. 57) non pos- 
sono incontrarsi verso destra perchè M B' e N D sono da fango Qe 
poste di M B; s’incontreranno quindi dall'altra parte in cui Ja som 
degli angoli coniugati interni A” M N e € N M è minore di due retti. 
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ESERCIZI, 
gati interni formati da due rette 


I sono uno doppio dell’altro, Trovare 
dell'angolo retto equivale ciascuno di questi 


parallele con 
a quale fra. 


angoli, 
Se due angoli hanno i lati rispettivamente paralleli e volti nello 
stesso senso (1), sono uguali, 


Mi hanno è lati rispettivamente paralleli e volti in 
> sono uguali, 


Se due an 
due in s 


li hanno due lati volti nello stesso senso e gli altri 
so contrario, sono supplementari. 
Le bisettrici di due angoli corrispondenti, formati da rette pa- 
rallele con una trasversale, sono parallele, 


Le bisettrici di due angoli alterni interni, formati da rette pa- 
rallele con una trasversale, sono parallele, 


Le bisettricì di due angoli coniugati, formati da d 
rallele con una trasversale, sono perpendicolari. 


Costruire un angolo uguale a quello che formano due rette che 
sì incontrano fuori del foglio, su cui sono disegnate. 
La parallela alla base condotta dal vertice di un 


triangolo iso- 
scele è bisettrice dell’angolo esterno adiacente all’angolo al ver- 
tice, - É 


ue rette pa- 


La bisettrice dell’angolo esterno, adiacente all'angolo al verti- 


ce, di un triangolo isoscele, è parallela alla base. (Si dimostra n 
per assurdo). s 


< 


CAPITOLO IX, 


Somma degli angoli di un triangolo 
e di un poligono 
89. Teor. In un triangolo, ogni angolo esterno è uguale 
alla somma dei due angoli interni, non adiacenti ad esso. 
Sia A BC il triangolo e B C Dun angolo esterno (fig. 58). 


A C D 


Si deve dimostrare: » 
BÈìOD=BAC+ABC. 
Da C si tiri la parallela al lato A _B. Allora: 
E È D= B À € perchè corrispondenti. 
BÈ E= ABC perchè alterni interni. 
Sommando: ; n 
BÈÒE+EGD=ABC+BAC. 
ossia: É i s 
BìÒD=ABC+BAC. be 


î > tl ia 


IRE 


90. Tror. In un ériangolo la somma degli angoli in- 
terni è uguale ad un angolo piatto (due rotti). 

Nel teor, precedente si è dimostrato: 

ABC+BAC=BCD, 

Aggiungendo ai due merybri l’angolo adiacente all’an- 
golo esterno, cioè A C B sì ha: 

ABC+BAC+ACB=BCD+ACB=A©€D, 
che è un angolo piatto. 

Cor, 1° Gli angoli acuti di un triangolo rettangolo sono 
complementari. E 

Cor. 2° Se due angoli di un triangolo sono uguali ri- 
spettivamente a due angoli di un altro triangolo, i rima- 
nenti angoli sono uguali. 

Cor. 3° In un triangolo equilatero ciascun angolo è 
uguale ai 2/3 di un angolo retto. 


Viceversa: 
Un triangolo isoscele avente un angolo uguale ai 2/3 
di un retto è equiangolo e quindi equilatero, 


91. Tror. La somma degli angoli interni di un poligono 
convesso è uguale a tante volte due angoli retti quanti sono 
I lati, meno quattro angoli retti. 


A 


c D 
Fig. 59 
Sia il pentagono A B C D E (fig. 59), 
Se si unisce il punto interno O coi vertici, si ottengo 
no cinque triangoli; la somma degli angoli interni di questi 
triangoli è 2 tà X 5. Togliendo da questo prodotto la somma 


, 
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hanno il vertice comune in 0, cioè un giro, 


tiene la somma degli angoli interni del po- 


ta degli angoli interni di un quadrilatero è 


1 quattro angoli retti, 


92. Tror. Ln somma degli angoli esterni di un poligono 
convesso è uguale a quattro angoli retti. 


Sia il pentagono A B C D E (fig. 60); prolungando ì 
lati nel medesimo senso si ottengono cinque angoli esterni. 
Sappiamo che aggiungendo alla somma degli angoli inter- 


ni 4 fè si ottiene 2 È X 5; ma anche aggiungendo alla stes- 
sa somma gli angoli esterni si ottiene 2 È X 5; dunque la 


somma degli angoli esterni è uguale a 4 È, qualunque sia 
il numero dei lati del poligono. 


Cor. Un poligono convesso non può avere più di tre 
angoli acuti interni. 


Se avesse quattro angoli acuti interni, la somma degli 
angoli esterni sarebbe maggiore di quattro retti. 


Le) 


11. 


12. 


14. 


16. 


SIGN ZE 
ESERCIZI. 
Dimostrare che la somma degli angoli di un triangolo è uguale 


a due retti conducendo da un vertice la parallela al lato op- 


lo) 


pc 
Gli angoli acuti di un triangolo rettangolo sono uno doppio 
dell’altro. Trovare a quale frazione dell’angolo retto equival- 
gono ì due angoli e dimostrare che l’ipotenusa è doppia del 
cateto minore 


golo al vertice di un triangolo isoscele è la metà di uno 


Ì angoli alla base. Trovare a quale frazione dell’angolo 
retto equivale ciascun angolo del triangolo. 
In un triangolo rettangolo l’altezza relativa all’ipotenusa di- 


vide il triangolo in due triangoli equiangoli fra loro ed equi- 
angoli al dato, 


Se un triangolo isoscele ha un angolo alla base doppio dell’an- 
golo al vertice, la bisettrice dell’angolo alla base lo divide in 
due triangoli isosceli. 


Se un triangolo rettangolo è isoscele, ogni angolo acuto è la 
metà di un retto. 


In un triangolo rettangolo la mediana corrispondente all’ipo- 
tenusa è metà dell’ipotenusa. (Dal vertice A dell’angolo retto 
si tiri la AD che formi col cateto AB un angolo uguale all’an- 


golo B; il triangoto ADB è isoscele e AD=DB. Gli angoli Te: 
e CAD sono uguali perchè complementari di angoli uguali). 
La somma dei complementi degli angoli di un triangolo acutan- 
golo è un angolo retto, 

deersre la somma degli angoli di un poligono di 8, 410, 12, 15 
ati. 


Se due triangoli hanno i lati ordinatamente perpendicolari, 
hanno gli angoli ordinatamente uguali, 


L’angolo À del triangolo ABC è doppio di È è questo è doppio 
di È. Trovare a quale frazione dell'angolo retto equivale ciascu- 
no degli angoli, 

Dato il triangolo A B C, si prolunghi il lato BC di un segmento 
CD=CA e si unisca A con D. Dimostrare che la retta AD è 


parallela alla bisettrice dell'angolo A È B. 


Se due angoli acuti (od ottusi) hanno i lati ordinatamente per- 
pendicolari sono uguali; se un angolo è acuto e l’altro ottuso 
sono supplementari, 
In un triangolo isoscele, la somma degli angoli esterni sotto 
la base, supera di due retti l’angolo al vertice, CA 
Le bisettrici degli angoli di un quadrilatero convesso 
un nuovo quadrilatero in cui Pte angoli opposti sono supple- 
mentari. 

Ni » 


CAPITOLO X, 


Quadrilaterî e parallelogrammi 


93. Si dice quadrilatero un poligono avente quattro 
lati. Im un quadrilatero due lati si dicono opposti se 
non hanno nessun vertice comune; due vertici si dicono op- 
posti se non sono consecutivi. Nel quadrilatero A B € D 
(fig. 61) sono opposti i lati A B e C D, B C e A D, sono 
opposti i vertici A e (C, R e D. 


À 


) 


Fig. 61 


In un quadrilatero si dicono opposti due angoli i cu 
vertici sono opposti. 
94. Il parallelogramma è un quadrilatero che ha ì lati 
opposti paralleli, 
Tror. In un parallelogramma: 
1.0 Ogni diagonale lo divide in due triangoli uguali. 
2.9 1 lati opposti sono uguali. 
3.9 Gli angoli opposti sono uguali. 


—. go 02 


due diagonali si dividono scambievolmente tn 


Il par: gramma 4BCD (fig. 62), viene d 
e BD nel ad triangoli ABD, DBC che hanno 
l'angolo 


iviso dalla dia_ 
il lato BD co. 
formati dalle 


parallele AB e DC colla trasversale BD, l’angolo ADB=Djc 
pure perchè alterni interni. I due triangoli s 


ABD= BDC, perchè alterni interni 


ono quindi uguali, 


Fig. 62 


2° Siccome in trian 


goli uguali ad angoli uguali si oppongono 
lati uguali, si deduce: 
AD—=-BC, AB=CD. 


30 Gli angoli opposti À e È del 
perchè opposti allo stesso lato B D d 


angoli 8 e D sono uguali perchè somme di angoli uguali. 


4o Le diagonali si tagliano scambievolmente 
Basta considerare i due triangoli AO0D e BOC (fi 
uguali perchè hanno; 


parallelogramma sono uguali 
ei due triangoli uguali, e gli 


in parti uguali. 
ig. 63); essi sono 


AD=BC, 0ÀD=0ÈB, 450 — oc. 


Fig. 63 


quindi avranno: 
O0A=0C, 0D=0B. 


Cor. Due parallelogrammi aventi due 


4 1 e lati e angolo 
compreso rispettivamente uguali, sono uguali. 


1 Se 
in due tria 
analogamen 
gli angoli 4 


risultano st 
Il quadrila 
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In illelogrammi ABC D, A'B'C'D' hanno 
BC=B'C, ABC=A"B0, 


In base v. precedente anche gli altri elementi risultano 
ordinatai ili ed i due parallelogrammi sono quindi uguali. 


95. Di 


remi dimostrati al numero precedente sussistono gli 
inversi: 


Teor. Un quadrilatero è parallelogramma se: 
io Ogni diagonale lo divide in due triangoli uguali, 
2o I lati opposti sono uguali. 

3° Gli angoli opposti sono uguali. 


io Le diagonali si dividono scambievolmente in parti uguali. 


fo Se la diagonale 2 D (fig. 62) divide il quadrilatero A BIG DI 
in due triangoli uguali, gli angoli opposti À e È risultano uguali; 
analogamente mediante la diagonale A C si deduce B = D. Allora 
gli angoli AeB risultano supplementari e A D parallelo a B C; così 
risultano supplementari B 0 Gil paralleli i lati opposti A B e C D. 
Il quadrilatero è quindi parallelogramma. 

2° Se i lati opposti sono uguali, sono uguali i triangoli A B D 
e B C D, da cui A D B = DÈ Ce quindi A D parallelo a 8 C, 
ABD= BDCe quindi A B parallelo a C D. 

30 Se gli angoli opposti sono uguali, allora gli angoli À e È 
sono supplementari e la dimostrazione procede come nel primo caso. 

4° Se le diagonali si dividono scambievolmente in parti uguali 
(fig. 63) i triangoli A 0 D, BO C risultano uguali e quindi Q À D = 


=0 "a B e A D parallelo a B C. Dall’uguaglianza dei triangoli A 0 B 
e C O D risultano paralleli i lati A B e C D. 


96. ‘Teor. Un quadrilatero è parallelogramma se due 
lati opposti sono uguali e paralleli. 


Se nel quadrilatero A B € D (fig. 62) i lati opposti A D, 
B C sono uguali e paralleli, i due triangoli A B D, B € D 
risultano uguali, perchè hanno B D comune, A D = BC, 
ADB=D BG; surà quindi A8BD=BDC e di conse- 
guenza A B parallelo a € D. 


97. Tre o più rette parallele di dice che formano un 
fascio di parallele. 


“% 


5 — Barr: Geometria. 
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un fascio di parallele con due trasversali 
ti compresi fra le stesse parallele si dicono cor. 


] Se si faglia un fascio di parallele con due trasver- 

S i segmenti uguali di una trasversale, corrispondono seg- 

menti uguali nell'altra, o a segmenti disuguali corrispondono 
gmenti disuguali nello stesso senso, 


1° Sia il fascio di parallele M M',NN',P P', Qo' 
(fig. 64) tagli: su dalle trasversali xy, xy .SeMN=PQ 
sarà pure Mm = RI 0) X 


X 3a 


Fig. 06 


Infatti da M e P conduciamo le parallele M ZH e P_K 
a x' y.I due triangoli M N Hi P"Q LS sono uguali, perchè 
MN=PQ, per ber MNH=PK, perchè corrispon- 
denti, e N M H Q P_K per la stessa ragione, Sarà 
MH=P K.MaM' N' = M Il, perchè lati Opposti “di Ta 
rallelogramma; così pure P' d=P.K. Sarà allora 2/° N° — 
= POE 

2.° Se M P > PQ sarà M' P' > P'Q'. Basta prendere 
MN=PQedaN condurre la parallela N N° ad x M |; 
allora M’' N° = P’ Q' . F.ssendo M' P' > M' N° sarà 1° Ps 
DAPSOS: 
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1 


ero un segmento in un dato numero di 


da dividersi, per es., in cinque parti uguali 
una semiretta arbitraria A R e su di essa si 


nti consecutivi uguali. Si unisca l'estremo 
dell’ult to con 8 e dagli estremi degli altri segmenti si 
. 
2 
. 
Cd 
- 
z 
PAS 
SN 
7 . 
22% Sa 
s 
x x x 
Da x x 
la N Li » 
x x 
DS = x 
PARTI x . 
5 x N x A 
A Sa x N x 
SPAN x KE x . 
Fig. 65 


tirino le parallele alla prima retta. Queste parallele dividono il seg- 
mento dato in cinque parti uguali, per il teor. precedente, 


99. Teor. Il segmento che congiunge i punti di mezzo di 
di due lati di un triangolo è parallelo al terzo lato ed uguale 
alia metà di esso. 

Sia il triangolo A B C (fig. 66); M ed N i punti di mez- 
zo di A B e A C. Dico che il segmento M N è parallelo a BC. 

Infatti se si considera da A la parallela a BC e da M 


22-- 


B P cl 


Fig, 66 


si conduce la parallela pure a BC, questa deve dividere 
A C in parti uguali, deve cioè passare per N e quindi coin- 
cidere con MN. 

Inoltre il segmento M N è uguale alla metà di BC. In- 
fatti se da M si conduce la M P,, parallela ad A €, il punto 
P sarà il punto di mezzo di BC; essendo MN = PC, — 
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perchè lati opposti del parallelogrammo M N € P, sarà f 


Rettangolo, rombo, quadrato. 


100. Def. Si dice rettangolo un quadrilatero che ha 
poli retti. 
Un parallelogramma con un angolo retto è rettangolo, 
Ne segue: 
rettangolo è parallelogramma. 


tti i lati opposti sono paralleli perchè perpendico- 
dd una slessa retta, 


OR. In un rettangolo le diagonali sono uguali, 
D (0) 


Xx Za 
Wait 


A B 
Fig. 67 


Infatti nel rettangolo A BC D 
tangoli DA B e A BC sono u 
uguali; saranno quindi ugu 
Reciprocamente si ha il 

Tror. Se un parallelogramma ha le diagonali uguali 
è rettangolo, 

Infatti i due triangoli DAB € ABC sono uguali perchè hanno 
4B comune, AD = BC e DB = 4C ; saranno allora uguali gli 
angoli DÀ B e 4 8c; Ina questi sono angoli supplementari, perchè 


coniugati interni rispetto alle parallele AD e BC colla trasversale 
4B; saranno quindi retti e il parallelogramma è rettangolo, 


101. Def. Si dice rombo un quadrilatero che ha î lati 
uguali, 


(fig. 67) i triangoli ret. 
guali perchè hanno ì cateti 
ali le ipotenuse B D e Ac. 


Un parallelogramma con due lati consecutivi uguali è 
rombo, 


Ne segue: 
Ogni rombo è parallelogramma. 


Infatti essendo i Jati opposti uguali, per il teor. 2° n, 95, 
essi sono anche paralleli. 


=ua 


ille sn 


(AA 
7 > A 


L 


£ 


er 


Uri \gonali di un rombo sono perpendicolari tra 
loro 0 Dis degli angoli. 

Infatti nel rombo A B € D (fig. 68) la semidiagonale 
A 0 è mediana del triangolo isoscele A _B D e quindi è 
perpendicolare alla base B D; inoltre divide l’angolo al ver- 


tice BA D in parti uguali. 


Reciprocamente si ha il 

Teor. Se un parallelogramma ha le diagonaù perpen- 
dicolari fra loro è rombo. 

Infatti i due triangoli AOB e AOD sono uguali perchè AÒB = 


= AioD perchè retti, 0B = OD e 0A comune; quindi i due lati AB 
e AD sono uguali ed il parallelogramma è rombo. 


Analogamente: 
Se un parallelogramma ha una diagonale bisettrice di due 
angoli opposti, è rombo, 


102. Si dice quadrato un quadrilatery che ha gli an- 
goli retti ed i lati uguali, 


A D 


Fig. 69 
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1 quadrato è rettangolo e rombo: ne segue che Je sue 
liagonali sono uguali, perpendicolari fra loro e bisettrici 


oli 


103. Date due rette parallele, se da due punti dell’una 
sì conducono le perpendicolari all’altra, si ottengono due 


segn 


nti uguali perchè lati opposti di un rettangolo. 
Ne segue: 


Date due rette parallele, tutti i punti dell'una hanno 


uguale distanza dall’altra, 
lele, 


A D 


Fig. 70 


104. Un quadrilatero che abbia due lati opposti pa- 
ralleli si dice trapezio (fig. 70). Questi lati diconsi basi del 
trapezio e la loro distanza altezza del trapezio. 


Un trapezio si dice isoscele se î due lati non paralleli 
sono uguali, 


105. Come applicazione del n. 99 risolviamo il 


Prorr. Le mediane di un triangolo passano per uno stesso 
punto che divide ciascuna di esse in due parti tali che quella 
avente un estremo nel vertice è doppia dell'altra, 


jr Pat TPA 
arri oerzinre tà. 


nes MM ) Lo Poesia 


Fig. 71 


iangolo (fig. 74); A £ e B F le mediauie corrispon. 
alici G'c'e 4 €, che tagliano nel punto G. Uniamo E sog 


Tale distanza si dice DISTANZA delle due rette paral- 
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E ed M con N, punti di n o di A G e B G; osserviamo che F E 
ed M N sono entrambi paralleli ad A D ed uguali alla metà di esso; 
sono quindi uguali e paralleli tra Joro; allora il quadrilatero M N E FP 
è un parallelogramma (n, 96) e quindi M G= GENGES GP, 
Ma A G è doppio di AM G, sarà quindi doppio di G E; B G è pure 
doppio di N G e quindi di G F, 

La terza mediana € D dovendo dividere A FE in due arti, un 

dc a 

doppia dell'altra, deve evidentemente passare per G. 4 5 

Le tre mediane passano quindi per lo stesso punto G che si 
dice baricentro, o centro di gravità del triangolo 


ESERCIZI. 


‘amma è maggiore dell’altra diagonale, 


ui lati di un parallelogramma, a partire da un vertice e 
stesso senso, si prendono quattro segmenti uguali, gli 
no vertici di un altro parallelogramma. Le diago- 

ne parallelogrammi passano per uno stesso punto. 


to di un tirar parallele alle 


14 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


21. 


‘10 


una diagonale di un parallelo 


lam 
lari all'altra diagonale: dimostrata af ” 
n tre parti di cui le estreme sono uguali tr, 
a 


rettangolo il punto medio dell’ipotenusa é 


vertici, 


In un triangolo rettangolo se l'ipotenusa è doppia di un ca 


leto, l'angolo opposto a questo cateto è la terza parte di un 
angolo retto, 


Se la base maggiore di un trapezio è doppia della minore 
il segmento che unisce i punti medi dei lati non paralleli è 
diviso in tre parti uguali dalle due diagonali, 


Sia il parallelogramma A B C D, E ed F i punti di mezzo 
dei lati opposti A D e B C. Dimostrare che B E e D F dividono 
la diagonale A C in tre parti uguali. 


In un triangolo i punti di mezzo dei lati e il piede di un'al. 
tezza sono i vertici di un trapezio isoscele, 


(Se A B C è il triangolo e M, N, Pi punti di mezzo di B C, CA, 
ABeAH un'altezza, il quadrilatero M N P H è un trapezio 
isoscele. Infatti P N è parallelo a BC, MN — BPeBP — PH 
perchè il triangolo A B H è rettangolo), 


Se le diagonali di un quadrilatero 
in parti uguali, il quadrilatero è 


Dato un triangolo isoscele tirare una parallela alla base în 
modo che il trapezio che ne risulta abbia la base minore uguale 
ai due lati, non paralleli, 

(Si tiri Îa Visettrice di uno de 
punto d'incontro co 


si tagliano rispettivamente 
un trapezio isoscele. 


gli angoli alla base, indi dal 
I lato opposto si tiri ECRE)) 


cono le parallele ai lati la 
uguale al lato del triangolo, 
Se da st punto interno di un trian 
le parallele ai lati, la somma dei segmenti intercetti dai lati 
stessi è uguale al doppio del lato del triarigolo. di, 

In un quadrato A B € D si unisce 


A con un punto qualunque 
M di C De si conduce Ja bisettri ? h 
Dimostrare che A M = p K + RiLA K dell'angolo M A B 


I segmenti che congiungono j punti medi dei di 
un quadrangolo e i punt h ei lati opposti 

PRI) pag pont medi’ delle diagonali passano per uno 
Le bisettrici degli angoli interni di DI 
nano un rettangolo, — tn parallelogramma determi 


Bolo isoscele si conducono 


n” 


/ 


CAPITOLO XI. 


Luoghi geometrici 


106. Def. Una figura si dice luogo geometrico dei 
punti che hanno una data proprietà, quando tutti i punti 
della figura, e solamente essi, godono di quella proprietà. 


Per dimostrare che una figura è un luogo geometrico 
di punti bisogna dimostrare che: 

1° Ogni punto della figura gode della proprietà indi- 
cata. 

2° Ogni punto che gode di quella proprietà appartiene 
alla figura, oppure: ogni punto fuori della figura non gode 
di quella proprietà. 


Osservazione. Le due proprietà che servono a carat 
terizzare un luogo geometrico sono l’una inversa dell’altra. 


107. Def. Si dice asse di un segmento la relta per- 
pendicolare ad esso nel suo punto medio. 


Trog. Il luogo dei punti equidistanti da due punti dati è 
l’asse del segmento che unisce i due punti. 


1° Siano A e Bi due punti dati (fig. 72), M N l’asse 
del segmento A B. Le distanze M A e M B di un punto 
qualunque M da A e B sono uguali, perchè le loro proiezioni 
A CeC B sulla retta A B sono uguali, 

2° Sia M un punto tale che M A = M B. Dico che M 
appartiene all’asse del segmento A B. Si unisca M col punto 
di mezzo (€ di A B, 1 triangoli A C M e M C B sono uguali 
perchè hanno M € comune, AC=CBeMA=MB. Sarà 


A È M = M È B; ma essendo angoli adiacenti, sono retti, 


—.777B 


quindi M/ N è perpendicolare ad A £ nel punto di mezzo (7 ; 
ioè è l'asse di A_B. 4 pw 
cè 
La 
rell 
nb 
| 
app! 
(e) 
posti 
Fig. 72 2 i 
i 5 po ; si int 
Osservazione. È evidente che i punti che non appar loro) 
tengono all’asse non sono equidistanti dagli estremi del 
segmento, perchè non hanno proiezioni uguali. I 
di 
108. Teor. Il luogo dei punti equidistanti dai due lati di Li 
un angolo, è la bisettrice dell’angolo. 1 
Uno s 


Fig. 78 


1° Sia D un punto della bisettrice B_7 dell’angolo 
A B C (ig. 73), D M e D N le sue distanze dai lati, Dico 
che D M = D N. : i 


L'aZe 


lue triangoli D B M e D B N sono uguali perchè 
: D comune, DÈM = DÈN,BMD=BND, per- 

, e quindi anche BD M= BD N. 
ora sarà DM = D N, 

Se DM = D Ni due triangoli B D M e B D N sonu 
perchè hanno B D comune, l’angolo M = N, perchè 
DN =D X; sarà alloraD BM =D È N, e B D sarà 

settrice dell'angolo A_8 C. 
109. Se consideriamo due rette che si intersecano, e 
lichiamo il teor. dimostrato a ciascuno degli angoli che 


se formano, osservando che le bisettrici degli angoli op- 
postì al vertice sono in linea retta, si deduce il 

Cor. Il luogo dei punti equidistanti da due rette che 

si întersecano è formato dalle due rette (perpendicolari tra 
loro) bisettrici degli angoli delle rette stesse. 


1i0. Dai teoremi dimostrati si deducono i seguenti, 
lì notevole importanza. a 

Tror. 1.° In-un triangolo gli assi dei lati passano per 
uno stesso punto, equidistante dai vertici. 


Fig. 74 


Nel triangolo A B € (fig. 74), sia O il punto d'incontro degli assi 
di A B ed A C; dovrà essere 0A - 0B0 A = 0€e quindi 0 B — 
=0 C; O sarà quindi anche sull'asse di B €, è evidente poi che 
O è l’unico punto equidistante dai tre vertici. 

A Il punto O, equidistante dai vertici, si dice elreumeentro del trìan- 
golo, 
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Fig. 75 o 
i i g. Un pu 
pr gia A B c (fig. 75), sia O il punto comune alle biset- agi 
rici degli angoli A ; i i 
12 sa: ria È sarà O equidistante dai tre lati del trian- 4 Tropea 
vrà trovarsi anche sulla bisettri it È de 
N punto 0, equidistante dai lati, si dice incise fa pra 6. Dat 
Tror. 3.° Le alte sn 
° È ZZ0 n ; 
I di un triangolo passano per uno e me 
+ Tirare 
mirriiooeeeen=.< E pi 
sg crtenieenion N 7 bi: 
4° È DU 
È E Ova) 
n° nio i Ba, 
ag # Ni 
“ lo, Db Pu 
Fig. 76 su 
° i : 
Sia A B C un triangolo è 
ciamo le parallele ai lati peter; Py Ria Ri dal vertici onde De 
l triangolo M N L, di ta tdi 


cui i vertici A, B, C, del primo tri 
spettivamente dei lati M N MILE fpagola, Sono | punti di mezzo rl- Da 
lelogramma e quindi A M = B C; analogamente Pet C è un paral- da © 
» seguenza M A = A N, Nello stesso modo si dimostra ch B C; dl con- 
JI punti di mezzo di M L e L N, GI assi A D, B rà che B e C sono 
sstangoie A £ pantano pa do siste palla i. han 219) na dd 
e, ezze del an ks a 
strata ln proprietà. Solo A BG. Rimano quindi dimo- 


14, 


d \ltezze di un triangolo si dice ortocen- 


0 \ tro di un triangolo (n. 105), il cir- 
ì niro si dicono punti notevoli del trian- 


ESERCIZI, 


Trovare il luogo geometrico dei punti aventi ugual distanza 
da due rette parallele. 


Trovare il luogo geometrico dei punti aventi da una retta data 
una distanza data. 


Un punto fuori dell’asse di un segmento ha, dagli estremi del 
segmento, distanze disuguali. 


Trovare un punto che abbia da due rette date, non parallele, 
distanze uguali a segmenti dati. 


Data una retta e due punti fuori di essa, trovare sulla retta 
un punto equidistante dai due punti dati. 


Tirare da un punto dato una retta che abbia eguali distanze 
da due punti dati. (Si unisce il punto medio del segmento deî 
due punti duti con il primo punto). 


Trovare una retta che sia equidistante dai vertici di un trian- 
golo. (Considerare i punli medi dei lati). 


Costruire la bisettrice di un angolo senza far uso del vertice. 


Determinare il luogo dei punti medi dei segmenti che uniscono 
un punto dato coi punti di una retta data, 


Dati due segmenti determinare un punto che unito coi loro 
estremi dia luogo a due triangoli isosceli. 


Determinare su una retta un punto equidistante da due rette 
che si incontrano, o 


Data una retta trovare su essa un punto che sia equidistanta 
da due rette parallele date, 


Determinare un punto che sia equidistante da due punti dati 
e abbia una distanza data da una retta data. 


Determinare un punto che abbia distanze date da due rette 
che si tagliano. 


Le bisettrici di due angoli esterni di un triangolo e quella del- 
l'angolo interno non adiacente ad essi, passano per uno stessa 


punto equidistante dalle rette dei lati. (Questi punti i 
excentri del triangolo). È 1 ea 


CAPITOLO XII, 


@Girconferenze e cerchi 


tit. Def. La circonîcrenza (1) è una linea chiusa i 


cui punti sono tutti equidistanti da un punto O, che si dice 
centro, i i 


v 
i 
i 


i 77228 


112. 0 € D (fig. 78) che unisce due punti 
qualunq lella circonferenza si dice corda. 


Fig. 78 


Ogni corda passante per il centro si dice diametro. 
In una circonferenza si ha un numero infinito di dia- 
metri, tutti uguali fra loro. 


Due circonferenze sono uguali se hanno raggi uguali. 


113. Si dice arco € D (fig. 78) la parte di circonfe- 
renza limitata da due punti C e D. I due punti € e D si di- 
cono estremi dell’arco, C origine, D termine. 

La direzione o il verso di un arco è dato dal movimen- 
to di wn punto che va dall’origine al termine. 

La corda C D si dice che è sottesa dall’arco € D, op- 
pure si dice che l’arco € D sottende la corda € D. 

Ogni diametro divide la circonferenza in due parti 
uguali, ciascuna delle quali si dice semicirconferenza. 


Fig. 79 


114. Un punto A del piano di una circonferenza o. 
| (fig. 79) si dice interno alla circonferenza se la distanza OA 
| è minore del raggio, si dice esterno se O A è maggiore del 


raggio. 


% - 
Pali 


78 — 


to costituita dai punti interni all, 
li della circonferenza si dice circoy vd 
> (1) 


Il centro, il raggio e il diametro della cir 


; ) confere 
sì dicono, centro, raggio e diametro del circolo, ti 
Osservazione La circonferenza è una linea, ij) circolo è I 
parte di piano limitata dalla circonferenza, a 


Due circoli sono uguali se hanno raggi uguali, 
Ogni diametro divide il circolo in due 
ciascuna parte si dice semicircolo. 


115. Teor, In una circonferenza ogni corda è minore 
del diametro, 


Infatti data una corda € D (fig. 78) congiungendone gli 
estremi col centro O si ha un triangolo € O D in cui: 
CD<OC+0D 
Ma essendo 0 C+0D=0A+0B=ABsiha: 
CD<AB. 


116. La parte di circolo limitata da due raggi O A e 


O Be dall’arco A B (fig. 80) si dice settore circolare, o sem- 
plicemente settore. 


parti uguali; 


Fig. 80 


L'angolo A Ò B avent 
colo, si dice angolo ni cele Îl vertice nel centro del cir- 


L'angolo al centro A Ò B corrisponde all 


al settore A 0 B, arco A B ed 
L'arco A B ed il setto 
golo A Ò B, MATTO corrispondona all’an- 


(1) Dal latino efreulus; cerchio è sincope di olreolo, 
} à 


29 


Osservazione. — L’arco A B ed il settore A O B sì intendono 


corrispondenti all’angolo convesso A Ò B. Il semicerchio corrispon- 
de ad un angolo piatto. 


117. Confronto di archi e settori. Come per i segmenti 
e per gli angoli, si possono dare, per gli archi ed i settori, i 
concetti di uguaglianza e di disuguaglianza, purchè gli archi 
edi settori appartengano a circonferenze ed a circoli uguali. 

Qui possiamo aggiungere che se un angolo al centro 
è somma di altri due, anche l'arco e il settore corrispon= 
denti, sono somme degli archi e dei settori corrispondenti 
ai due angoli al centro. 

Da ciò si deduce il 


Tror. In una stessa circonferenza, o in circonferenze 
uguali, ad angoli al centro uguali, o disuguali, corrispondono 
archi e settori uguali, o disuguali, nello stesso senso, e ad an- 
golo al centro, somma di due angoli, corrispondono archi e 
settori, somme degli archi e dei settori corrispondenti, e reci- 
procamente. si 


118. L’uguaglianza e la disuguaglianza degli archi e 
dei settori si deduce facilmente dal confronto delle corde 
sottese dagli archi. 


Tror. 1.° In circonferenze uguali, o in una stessa circon- 
ferenza, archi uguali sottendono corde uguali, e reciprocamente. 
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Reciproeamente: se la corda A B è Uguale ad 4 B'; 
due triangoli A O B, A' 0' B' sono uguali (n, 78 | 


| i ) € così gli 
angoli A O B, A' O' B' e quindi i due archi A B, A’ pr, 
l'nor, 2° In circonferenze uguali, 0 in una stessa circon. 
lorenza, archi disuguali sottendono corde disuguali nello stesso 
Senso, è reciprocamento, 


SÌ dimostra questa proprietà considerando i due trian 
Roli come nel teor, 


precedente, e applicando il teor, n, 77, 


W9. Tron. In una circonferenza; 
l° M diamotro perpendicolare ad una corda, la di- 
mozza. 
2° Il diamotro che dimezza una: corda è perpendicolare 
alla corda, 
/ 


> 


Lora B 
È 
Pig. B2 


1° Se D E è perpendicolare ad A 8 (fig. 82) dimezza 
A B perchè il triangolo A O 8 è isoscele e © € è altezza 
(n. 62). 


2° Se D E dimezza A B nel punto €, 


la O C è mediana 
del triangolo A O 8 e quindi perpendicolare ad A 8 (n. 62). 


pendicolare ad una 


e” — 


la 
20. Tror. In una circonferenza 
a nel suo punto di mezzo passa per lc 


ina BI 


Dal punto di mezzo € della corda A B (fig. 83) si tiri 
endicolare; deve passare per il centro O, perchè 0 
listante da A e B (n. 107), 


Fig, 83 


121. Trovare il centro di una circonferenza. 

Si tirano due corde A B e B € (fig. 84) e dai punti di 
mezzo, D ed E, le perpendicolari alle corde stesse. Il punto ° 
d'incontro O è il centro della circonferenza. 


Fig. 84 


Cor. Per tre punti, non posti in linea retta, passa una 
circonferenza e una sola, 

Infatti un punto distinto da O non può essere contem- 
poraneamente equidistante da A, B, C. 


122. ‘Tror. In una stessa circonferenza, od in circonfe- 


renze uguali, corde uguali sono equidistanti dal centro, e reci- 
procamente. pp" 


cu (RO E 


Ss u li le corde A B, CD (fig. 85); dico che O H 


Fig. 85 


I due triangoli O H A e O K € sono uguali perchè ret- 
tangolie 0A =O0C,AH=CK, Sarà quindi O H=0 K. 


Reciprocamente: Se 0H = OK sarà AB= CD. 


Infatti i due triangoli AOH,COK sono uguali perchè rettan- 
goli ed hanno 0H — 0!K,0JAl= 06% sarà AH = CKe quindi 
A BICE 


123. Teor. In uno Stesso cerchio, 0 in cerchi uguali, 
corde disuguali hanno dal centro distanze disuguali, e la corda 
maggiore ha dal centro distanza minore, e reciprocamente. 


Fig. 86 


Siano AB 6 B C due corde del cerchio O (fig. 86); 
a “ e O K le rispettive distanze dal centro; essendo A B > 
E. : 


€ dico che 0H < 0 
Mr E 


12. 


clin [RT 


ingolo 7 B K, essendo BH > B K saràBKH> 
Ma complementi di angoli acuti disuguali sono 


in senso contrario; sarà allora H X 0 < 0 Îf K. 
el triangolo O H K si deduce O H < O K (n. 66, 


xcamente: Se OH < OK, sarà AB > BC. 
iti se OH < OK sarà OKH < OÙK e quindi 


K Î B (n. 56). Allora nel triangolo 7 K B sarà HB > BK 
ridi AR B'Ga 


ESERCIZI. 


Da un punto interno ad un cerchio condurre una corda in modo 
che sia dimezzata dal punto. 


Due corde parallele tirate per le estremità di un diametro sono 
uguali. 


Per un punto passano quante circonferenze di raggio dato? 


Per due punti passano quante circonferenze? dove sono situati 
i centri? 


Qual’è la circonferenza di minimo raggio che passa per due 
punti dati? 


Qual’è il luogo dei punti medi delle corde uguali di uno stesso 
cerchio? 
Data una corda di una circonferenza, trovare due punti della 


circonferenza che siano vertici di due triangoli isosceli aventi 
per base quella corda. 


Da un punto interno ad un cerchio tirare la minima corda. 
In un cerchio corde parallele comprendono archi uguali. 


Se due corde di un cerchio si tagliano ad angolo retto, la 
somma di due archi non consecutivi, sottesì dai loro angolì, 
è uguale a mezza circonferenza, 

(Si traccino i diametri paralleli alle due corde, si applichi il 
problema precedente e il teor, del n. 117) 


Da un punto di una circonferenza si tirino due corde uguali; 
dimostrare che la retta che ne dimezza l’angolo passa per il 
ceutro del cerchio, 


Se due corde uguali di una circonferenza si tagliano, le parti dì 
una sono rispettivamente uguali alle parti dell’altra. 


—__— ti —Tr_——_—__— 
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CAPITOLO XII. 


Posizioni relative di rette e circonferenze 
e di due circonferenze 


124. Osserviamo che se una retta ha un punto in- 
terno ad una circonferenza, è evidente che ogni semiretta 
in cui essa vien divisa da quel punto, incontra la circon- 
ferenza in un punto solo. 

Possiamo allora ammettere il 

PosruLaTo: Se una retta ha un punto interno ad una 
circonferenza incontra la circonferenza in due punti. 


125. Teor. Se una retta ha dal centro di una circonfe- 
renza una distanza minore del raggio, ha due punti in comune 
colla circonferenza. 


A R (oz B 


punti € e D, per il postulato precedente, 
Ogni punto del segmento C D è interno alla circon- 


ferenza e ogni punto dei | i di 
alla PS i anni di € da Ssinna 


La retta A B si dice secante la circonferenza, 
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126. Tror. Se una retta ha dal centro di una circonfe- 
renza una distanza uguale al raggio, ha un punto solo in co- 
mune colla circonferenza, 


Sia la circonferenza di centro 0 (fig. 88), e la retta 
M N, avente dal centro una distanza 0 A uguale al raggio. 


M B A N 


Fig. 88 


È evidente che il punto A è comune alla retta M N e 
alla circonferenza. Qualunque altro punto B della retta M N 
è esterno alla circonferenza perchè la distanza O B dal 
centro è maggiore del raggio O A. 
wi La retta M N si dice tangente la circonferenza, il punto 
ai 33° ASI 


punto di contatto o punto di tangen 
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1) 


circonferenza. Qualunque altro punio # di M N è esterno 


alla circonferenza perchè ha da O una distanza 0 B > 0 di 
e quindi maggiore del raggio. 
La retta M N si dice esterna alla circonferenza, 
Reciprocamente sì dimostrano facilmente, per assur- 


do, i tre teoremi inversi, 


128. Cor. In ogni punto di una circonferenza si può 
condurre una sola tangente alla circonferenza. 


Fig. 90 


Sia A un punto di una circonferenza 0 (fig. 90); si 
conduca il raggio O A e da A la perpendicolare A 7 al rag- 
gio; questa sarà tangente la circonferenza perchè ha dal 
| centro O una distanza O A uguale al raggio. 


Qualunque altra retta AM avrà da O una distanza 
OKR<OAe 


quindi sarà segante la circonferenza. 


. — Per un punto interno non si può con- 
a tangente alla circonferenza, b 


due circonferenze in un piano, possiamo 
on avere nessun punto comune, uno, 
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Li Sia la circonferenza di centro O (fig. 01) e A vn punto esterno. 
al Il segmento A _B, che contiene il centro, è maggiore di A D. Dal 
triangolo A 0 D si ha: 


AO0LOD>AD. 


Fig. 91 


. 


| _Ma0D=0B,eA4040B=AB; quindi: 
ve E AB>DAD. 
C, di cui un prolungamento passa per il centra 


MaO0D=0B, quindi: 
AB> AD. 
Dallo stesso triangolo A 0 D si ha: 
DIDI='0A < 4 D 
Mao0D=0Ce0C_-0 A = A4Cg,g quindi: 
AC<ZKAD. 


130. 1 segmento A € si dice distanza del punto A dalla circon- 


ferenza 0; quindi; 

Def. La distanza di un punto da una circonferenza è il 
minimo segmento che si può condurre dal punto alla circon- 
ferenza. (!) 


131. Osserviamo che due circonferenze, in uno stesso piano, 
non possono avere più di un punto comune sulla retta dei centri, 
perchè se ne avessero due, questi dovrebbero avere dai centri delle 
due circonferenze distanze uguali, il che è assurdo. 


132. Tror. Se due circonferenze hanno un punto comune, 
posto fuori della retta dei centri, ne hanno in comune un altro 
che è simmetrico del primo rispetto alla retta dei centri(?), 


Se O ed O' (fig. 93) sono i centri delle due circonferenze ed A 


un punto comune, fuori della retta O 0°, tiriamo da A la perpendi- 


colare ad O 0’ e prendiamo B simmetrico di A ri i 
La retta O O’ è l’asse di A B, quindi sarà 0A — ST se È Di 
Allora il punto B appartiene alle due circonferenze. È ; 


133. Osservazione. Se due circonferenz 

o » e hanno un 1 
comune, esso è situato sulla retta dei centri, perchè se Pain 
fuori le due circonferenze avrebbero un altro punto comune. 


134. In base al teorema n. 129 si dimostran: 
n facil = 
sizioni relative di due circonferenze, che sono i O 


(1) I segmenti A 0 e A B x i 
n E RINO RSA A NSrAS il nome meiacre 0. normale 


un _(2) Due punti si dicono simmetrici rispetto ad una retta yuando sono posti sulla 


‘perpendicolare alla retta e ad ugual distanza da essa, 
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135. Tror. Se la distanza dei centri di due circonferenze 
è maggiore della somma dei raggi, Ie due circonferenze non 
hanno nessun punto comune e sono esterne una all’altra. 


Siano O e O' le due circonferenze (fig. 94) tali che la distanza dei 
Joro centri sia maggiore della somma dei raggi, cioè: 


00 >0A-+40'B (4) 


Fig. 94 
Dico che non hanno nessun punto comune e sono esterne una 
all’altra, k 
Togliendo 0’ B dai due membri della (1), si ha: 
00'—0'B> 0A, 
cioè: 
OB>OA. i 


Il punto B è esterno alla circonferenza 0. Ma O B è il minim 
segmento condotto da O alla circonferenza 0'; quindi tutti gli 
punti della circonferenza 0’ hanno da O una di za 
O B ed anche di O A; sono cioè tutti esterni a) 
Analogamente si dimostra che i punti 
| esterni alla circonferenza 0°. S i 
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Ma O B è il massimo segmento condo 


O'; tutti gli altri punti di 0" hanno da O un re di 
e quindi di O A; allora tutti i punti di O x alla circon- 
ferenza O. Si deduce facilmente che tutti i | onferenza 


O sono esterni alla circonferenza 0°. 


13%. Tror. Se la distanza dei centri di due circonferenze 
è uguale alla somma dei raggi, le duo circonferenze hanno un 
punto comune e sono l'una esterna all’altre, 


Fig. 96 


Se i raggi delle due circonferenze sono 0 A e 0’ A’ (fig. 96), do- 
vendo essere per ipotesi 


OO T0OFAX]20% 45, 
ed essendo A e A’ sulla retta dei centri, 4’ deve coincidere con A. 
Le due circonferenze hanno quindi un punto comune. 
Inoltre O A è il minimo segmento condotto da O alla circon- 
ferenza 0': quindi tutti gli altri punti di 0’ hanno da O distanza 
maggiore di O A e sono tutti esterni alla circonferenza 0. 


Analogamente si dimostra che i punti di ‘0 sono esterni alla 
circonferenza 0’. > 


Le due circonferenze O e 0’ si dicono tangenti esternamente e la 
perpendicolare condotta da A ad 0 0' è la tangente comune. 


138. Tror. Se la distanza dei centri di due circonferenze 
è uguale alla differenza dei raggi, le due circonferenze hanno 
un punto comune e sono l’una interna all’altra. 

Siano O A e O' A' (fig. 97) i raggi delle due circonferenze; do- 
vendo essere per ipotesi: 

00' =0A—-0' a, 

ed essendo A ed A’ sulla retta dei centri, A° deve coincidere con A, 
Le due circonferenze hanno quindi un punto comune. 


Inoltre il segmento 0 A è il massimo che sì può condurre da | 


— O alla circonferenza 0’. Tutti gli altri punti di 0’ hanno da Q 


r distanza minore di O A; sono quindi interni alla circonferenza 0. 
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Sì dimostra facilmente che i punti della circonferenza 0 sono 
esternì ad 0', 


Fig. 97 


Le due circonferenze 0 ed 0’ si dicono tangenti internamente e la 
perpendicolare condotta da A alla retta O 0’ è la tangente comune, 


139. Osservazione. Data una circonferenza 0 ed un arco A B 
avente l’estremo A interno e B esterno ad O, è evidente che se un 
punto mobile descrive l’arco A B, ad un dato istante si troverà sulla 
circonferenza O e quindi l’arco A B avrà comune colla circonferenza 
un punto e uno solo. 

Ne deriva: Date due circonferenze, se l'una ha un pun (o) 

e uno esterno rispetto all’altra, le due circonferenze h 
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Dalla prima relazione si deduce: 
oo' O' A' 
Ma 00'— 0'A' O A', quindi: 
O A'<OA 
cioè il punto A’ è interno alla circonferenza O 
Dalla seconda relazione si deduce: 
004 0 A' > 04. 
Ma 00'|0'A4' - 00 +-O C=0C; quindi: 
OG (0A, 


cioè il punto C è esterno alla circonferenza O. Allora la circonferenza 
O' ha un punto interno ed uno esterno alla circonferenza 0; per l’os- 
servazione precedente le due circonferenze avranno due punti P, Q 
comuni, ì quali, per il n. 134, sono posti fuori della retta dei centri. 


141. Osservazione. I due punti P e Q sono simmetrici rispetto 
alla retta dei centri e la corda P Q è comune alle due circonferenze 
e perpendicolare alla retta O 0°. 


142. Indicando brevemente con d la distanza dei centri, con r 
er (r > r)i due raggi, si possono riassumere le cinque proposizioni 
dimostrate, nel seguente modo: 


Se d > r + r' le due circonferenze sono l'una esterna all'altra. 
Sed <r— r le due circonferenze sono l'una interna all'altra. 


In entrambi i casi le due circonferenze non hanno punti co- 
muni. i 


Se d = r + r' le due circonferenze sono tangenti esternamente. 
Se d = r — r' le due circonferenze sono tangenti internamente. 
In entrambi i casi le due circonferenze hanno un punto comune, 


Sertr>d > rr le due circonferenze si segano e hanno 
due punti comuni, 


Osservazione. I teoremi relativi alle posizioni di due circonfe- 
renze si invertono facilmente e danno luogo a cinque teoremi in- 
versi le cui dimostrazioni per assurdo non presentano difficoltà, 
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ESERCIZI. 


1. Condurre tta che sia tangente ad un cerchio e parallela 
ad una ret ta 

2. Condurre la tany a un cerchio in un suo punto dato, senza 
far uso del centro. (Si prendono sul cerchio, da bande opposte 
del punto, due archi uguali, indi...) 

3. Il minore di due cerchi non concentrici è tutto nell’interno del- 


l’altro. Fra le corde del maggiore tangenti al minore, qual’è la 
maggiore e quale la minore? (Teor. n. 129). 


4. In un cerchio dato condurre una corda uguale ad un segmento 
dato e parallela ad una retta data. (Si tira una corda uguale 
al segmento dato; poi dal centro si tira la perpendicolare alla 
retta data e dal punto d'incontro colla circonferenza concentri- 
ca, tangente alla corda uguale al segmento dato, si tira la pa? 
rallela alla retta data). 


‘ 

5. Due corde di uno stesso cerchio, minori del diametro, non pos- 

sono dividersi scambievolmente in parti uguali. (71 segmento 

che unisce il centro col punto d'interseftone delle due corde 
dovrebbe essere ecc.). 


6. Se due cerchi si intersecano, la retta dei centri è perpendico- 
lare alla corda comune nel punto di mezzo. 


7. Date due rette parallele e un punto tra esse, descrivere un 
cerchio che passi per questo punto e sia tangente alle rette 


date. (Ricordare il luogo dei punti equidistanti da due rette 
parallele), 


8. Determinare un punto che abbia da due cerchi dati una distan- 
za data, (Se r e r° sono i raggi dei due cerchi ed m la distanza, 
si faccia centro in O ed O' con raggi r +mer+me si de- 
scrivano ecc.) 


8. Da un punto d’intersezione di due cerchi che si tagliano si 
conduca la parallela alla retta dei centri. Dimostrare che il seg- 
mento di quella parallela compreso fra le due circonferenze è 
doppio della distanza dei centri. 


10. Qual’è il luogo dei centri dei cerchi tangenti a due. rette date, 
| (Considerare i due casi delle rette parallele o concorrenti). 


’è il luogo dei centri dei cerchi di dato raggio che passano 
un punto dato? 


il luogo dei centri dei cerchi che passano per due punti 


18. Qual'è il luogo dei centri dei cerchi tangenti ad una retta È 
) un punto dato? 


14. A una circonferenza data tirare le tangenti che facciano un 
i angolo dato con una retta data, 


15. Descrivere una circonferenza che passi per un punto dato A 
e sia tangente a una circonferenza data in un punto dato M. 
(Considerare il caso in cui il punto dato sia esterno, oppurel 
interno alla circonferenza). 


(Dal punto di mezzo di A M si tiri la perpendicolare che incon- 
trerà il prolungamento di M O (oppure M 0) in P, che sarà il 
centro della circonferenza richiesta. 


16. Tirare una tangente comune a due cerchi esterni l’uno all’altro, 
(Quante tangenti si possono tirare?). 


17. Trovare un punto che sia equidistante da due punti dati A e B 
e che abbia una data distanza da un punto C. 


18. Date due circonferenze O ed O’ tangenti esternamente nel punto A 


e una secante BC passante per A, dimostrare che le tangenti nei 
punti B e C sono parallele. 


19. Im un triangolo il segmento di altezza compreso tra il vertice 
e l’ortocentro è doppio della distanza del cireumcentro al lato 
corrispondente. - È 
(Sia ABC il tri ngolo, inscritto nel cerchio O ; si conducano 
le due altezze AP e BQ che s'incontrano in H; si unisce C 
con O e si prolunga sino -ad incontrare la circonferenza in D; a 
si conduce la distanza O M al lato A C ; si deve dimostrare che 
BH è doppio di OM. Infatti AD = 2:OM e AD = BH, 
quindi BH = 2-O0M. 

20. Determinare sul prolungamento di un diametro di un cerchio 
cus urto da cui si possa condurre una tangente uguale al dia- 


21. Dato un cerchio, una retta ed un 
punto su questa retta, tro- 
i retta un altro punto equidistante dal cerchio e dal 
0. 


(Se A è il punto dato sulla retta r sì prenda su 
uguale al raggio; si unisca M col mnirasO e da A 
la puuellela alla M 9, che incontrerà la circonferenza 
incontrerà tti 
Ari la retta data in P che sarà 
22. Se due circonferenze si secano, delle sec 


punto d’intersezione | Ù 
dei centri, e la massima è quell 


anti passanti : 
a parallela a De, 


14 


| Angoli alla circonferenza 


143. Sappiamo che un angolo si dice al centro quando 
il vertice è il centro del circolo; quest’angolo si dice che in- 
siste sull'arco compreso fra i suoi lati. 


144, Un angolo si dice alla circonferenza quando il ver- 
tice è un punto della circonferenza ed i lati sono secanti 0 | 
tangenti la circonferenza. 


1° Un lato dell’angolo passi per il centro. 


Sia A BC l’angolo alla e nferenza (fig. 99), di cui 
il lato B C passa per il centro 0. i/nendo O con A si ottiene 


il triangolo A 0 B i i cui angoli A B o,BÀ 0 sono 
uguali. L'angolo esterno A O C, essendo Uguale alla somma 
dei due interni opposti, sarà doppio di A È O, e quindi 
ABÒèmetàdi 4 Ò 0. 

2° L'angolo comprenda il centro, 


Sia A B D l'angolo alla circonferenza (fig. 99) che 
comprende il centro 0; esso sarà metà dell’ angolo al cen- 


tro A Ò D. Condotto il diametro B C si osservi che A BC 
è metà di A 0 C, e CB Dè metà di C Ò D. Quindi la somma 
ABC+CÉD, cioè A B D, sarà metà diA 0C+CÒ D, 
cioè di A Ò D. 


3° L’angolo non comprenda il centro. 
Sia l’angolo alla circonferenza B À D (fig. 100), che non 
comprende il centro O. i ® 


Sottraendo; 


MIDA pa 


ossia: 


BAiei pon, 


4° L'angolo sia formato da una corda e una tangente, 


Sia A B D l'angolo formato dalla corda B A e dalla 
tangente B D (fig. 101). 


B D 


OR 


Osservazione. Se l'angolo A? D comprendesse il cen 
tro si ‘considererebbe come somma di due angoli e gi pio. 
cederebbe come nel secondo caso 


146. Cor. 1.9 Un angolo Inseritto in una semicirconfe. 
renza è retto, 


B 


Fig. 102 


Infatti l'angolo A B C è metà del corrispondente an. 
golo al centro, che è un angolo piatto. = 

Cor. 2° Tutti gli angoli inscritti in uno stesso arco, 
o in archi uguali, sono uguali. 

Infatti questi angoli sono tutti uguali alla metà del- 
l’angolo al centro che insiste sullo stesso arco. 


147. TEOR. Quattro punti posti su una circon 
sono i vertici di un quadrilatero i cui angoli 


- Gi 


BO i ) metà dell’ angolo concavo B ò D. La somma 
{ D, è metà dell’angolo giro 0 , cioè è uguale ad un 
angole uindi i due angoli opposti BA D e BCD sono sup- 


Reci nent i ha il 
quadrilatero A B € D ha gli angoli opposti supple- 
tarì, roi vertici sono posti su una circonferenza. 


atti li angoli A e € sono supplementari, la circonferenza 
che passa per B, s D deve passare per C. Se non passasse per C 
dovrebbe incontrare il prolungamento di B € in €’ ; allora unendo 
C' con D si otterrebbe il quadrilatero AB C*D inscritto in una 


circonferenza e l’ angolo À sarebbe supplementare di È; allora i 
due angoli C e €’, come supplementari di A , dovrebbero essere 
uguali, il che è assurdo perchè l’angolo (CS maggiore di €’ come 
esterno al triangolo D C €’ . Analogamente si dimostra che la 
circonferenza non può tagliare il lato B C ; allora dovrà passare 
per C. 

Possiamo allora dire: 

La condizione necessaria e sufficiente perchè quattro 
punti siano conciclici è che siano vertici di un quadrilatero 
i cui angoli opposti sono supplementari, 


ESERCIZI. 

1. Un angolo alla circonferenza insiste su un arco il cui angolo 
al centro misura 78° 56’ 24”. Trovare la misura dell’angolo (1). 

2. Un angolo è inscritto in un arco la cui misura è 2400 25’ 30”. 
Trovare la misura dell’angolo. 

8. Qual’è la misura di un angolo inscritto in una semicirconfe- 
renza? ; 

4. La misura di un angolo alla circonferenza è 78° 25’ 48”. Come 
è l’arco su cui insiste rispetto alla semicirconferenza? 

5. La misura di un angolo alla circonferenza è 112° 15° 24”. Come 
è V’arco in cui è inscritto rispetto alla semicirconferenza? 

@. I vertici di un triangolo inscritto in una circonferenza dividono 
la circonferenza in tre parti di cui la prima è tripla della se- 
conda e questa è doppia della terza. Trovare la misura dei tre 
angoli del triangolo. 

7. Due angoli opposti di un quadrilatero sono 860 35° 28”, 93° 24" 
327. A_quel Li iillatero si può circoscrivere una circonferenza? 


8. Un angolo alla circonferenza è acuto, relto, od ottuso secondo. 
che l’arco compreso è minore, uguale o maggiore della se 


ggio del cerchio circoscritto ad un tri. î 


misura deyli angoli è nota dalle scuole 
480, pi 


12. 


18. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. Dimostrare che l’angolo che una altezza triangolo forma 
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interno ad nna circonferenza si tirano due 
gli angoli che esse formano è uguale alla se- 
1 centro che insistono sugli archi com- 
nsiderato e dal suo opposto al vertice, 


Se da un punt 
corde, ciascund 
misomina degli i) 
presi dai lati dell'’angole 


angoli 


) 
no ad una circonferenza si tirano due se_ 


formano è uguale alla semidifferenza degli 
stono sugli archi compresi fra le due 


Se da un punto « 
ganti l’angolo ch 
angoli al centro cle 
seganti, 


Determinare il luogo dei vertici dei triangoli rettangoli che 
hanno per ipotenusa un segmento dato. 


Dimostrare che due vertici di un triangolo ed i piedi delle al- 
tezze che partono dai vertici stessi, sono situati sulla stessa cir- 
conferenza, 


Degli angoli che fanno le rette condotte dai punti di una tan- 
gente ad una circonferenza, a due punti fissi della circonfe- 
renza stessa, il massimo è quello che si ottiene quando il punto 
considerato è quello di contatto. 


Per uno dei punti d’intersezione di due circonferenze che si 
tagliano si conduca una secante mobile; le congiungenti i due 
estremi della secante con l’altro punto d’intersezione formano 
un angolo costante. 


Dati due cerchi che si segano in A e B si tirino per A i dia- 
metri A C e A D. Dimostrare che i punti C e D sono in linea retta 
con B. (Si basa sulla proprietà che l’angolo inscritto in un 
semicerchio è retto). 


Se due circonferenze sono tangenti in A si conducano per que- 
sto punto due rette che tagliano la prima circonferenza in B 
e C, la seconda in B' e C”. Dimostrare che B C e B' C° sono pa- 
rallele. (Si conduca la tangente comune in A e si applichi il 
teorema dell’angolo formato da una corda e una tangente). 


Se si tira la bisettrice di un angolo inscritto in un cerchio, 
€ per il punto d’incontro con la circonferenza si tira la corda 


paria a un lato dell’angolo, questa corda è uguale all’altro 
to. 


Da un punto si tirino le tangenti a una circonferenza e si uni- 
scano i punti di tangenza. Il punto di mezzo dell’arco che sot- 
tende la corda è il centro del cerchio inscritto nel triangolo for- 
mato delle due tangenti e dalla corda, — 


con uno dei lati concorrenti con e; le all'angolo for- 
mato dall’altro dei due la i i 
della circonferenza ci 


lit 


4 
Di 


CAPITOLO XV. 


Problemi grafici 


148. Abbiamo già risolto alcuni problemi grafici me- 
diante la riga e la squadra. Gli stessi ed altri problemi si 
possono risolvere valendoci del compasso, strumento che 
serve a descrivere circonferenze di centro e di raggio dato. 
Prenderemo in considerazione i problemi più importanti 
lasciando per alcuni la dimostrazione allo studente. 


149. ProBL. 1.° Dividere un segmento in due parti 
uguali. : 


150. ProBL. 2.9 Dividere un angolo In due parti Uguali, 


Sia A È C l'angolo dato (fig 


105), Centro in 2 si deseri 
Ò ve 
arco che taglia 1 lati dell'angolo In D ed in 2 Faesniotggite in 
D ed in E, con raggio maggiore della metà di D E, vi descrivono 
‘ 
Fig. 105 ‘ i 
due archi che si 


incontrano in F; la BF divide l’angolo dato in 
due parti uguali. 


Osservazione. Per l’angolo concavo A $ C basta considerare il 
prolungamento di F B. 
Rimane pure risolto il Ù 
ProBL. 3.° Dividere un arco in due parti uguali. 
pi Lt40 | Punto dato condurre la perpen- 
Cote i Pt ct ip 
4° HI punto dato sia etta. o 
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due archi da banda « 
tagliano in Q; la retta A Q è la punpi 


pyosta del punto A rispetto alla M N, che si 
idicolare richiesta, 


— 104 
153. ProBL. 6.° Dato un triangolo A BO ed UN seg. 


mento A/28'= A B, costruire sopra 4/8’ un triangolo Uguale 
ad ABC. 


(! x 04 


Fig. 108 


i 
ti 


Centro in A’ (fig. 108) con raggio A C e centro in B’ con raggio 
B € descriviamo due circonferenze che si taglieranno in due punti 
C', C”. 1 triangoli A” B' € ed A’ B’ C” sodisfano entrambi al pro- 
blema. 


x Dalla risoluzione di questo problema risulta che è sempre pos- 
. sibile costruire un triangolo avente per lati tre segmenti dati, purchè 
» uno di essi sia minore della somma e maggiore della differenza de- 

na gli altri due. x l 
, ,, ID particolare è possibile costruire un triangolo avente î tre 
tati uguali (triangolo equilatero). Tale triangolo avrà anche i tre 
| angoli uguali, e ciascuno di essi. sarà 2/3 di un angolo retto. 
5 ‘pesfbazione,. Mediante il problema n. 152 

pe » Me tati vi 

I 3 È Ò ty: + sei et de 


Infatti il quadrilatero P_M 7 parallelogramm E 
opposti sono uguali e quindi paralleli, © Perciaiiati 


B 


Fig. 109 


155. Pros. 10.° Condurre da un punto dato le tangenti 
ad una circonferenza data, 

Se il punto è interno abbiamo visto che non si può condurre 
nessuna tangente alla circonferenza; se è posto sulla circonferenza 
se ne può condurre una sola. 

Supponiamo ora il punto esterno. 

Sia O il centro della circonferenza data (fig. 110) ed A il ir 
esterno. Si unisca 0 con A e si divida O A per EI in E; indi 
descriva la circonferenza di centro TEC, î 
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centro O una distanza maggiore o minore del raggio e quindi non 
può essere tangente. 

156, Dalla fig. 110 si deduce che i triangoli O B 
O GA sono uguali perchè rettangoli, aventi l’ipotenusa O A 
comune ed i cateti O B, O € uguali; sarà quindi A B= A 
BA O=0 4A C. Abbiamo quindi: 

Se da un punto esterno ad una circonferenza si con- 
ducono le due tangenli alla circonferenza, i segmenti com- 
presi fra il punto dato e i punti di tangenza sono uguali, 
e la semiretta avente per origine A e passante per il centro 
O è bisettrice dell'angolo formato dalle due tangenti. 


15î. Def. Un arco si dice che è capace di un angolo 
dato se uno, e quindi tulti gli angoli inscritti in esso, sono 
uguali all'angolo dato. 

ProBL. 11.° Descrivere un arco, passante per due punti 
dati, e capace di un angolo dato. 
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ESERCIZI. 

4 bet t 1 lo di 60°, di 30° e di 450, 

2. Co i perpendicolare nell’estremo di un segmento senza 
pI | 

8. Tirare la bisettrice dell’angolo di due rette concorrenti non co- 
noscendo il punto d'incontro, 

4. Dividere un angolo retto in tre parti uguali. 

5. Costruire un parallelogramma dati due lati e l'angolo compreso. 


6. Costruire un parallelogramma dati un lato e le diagonali. 
7. Costruire un rettangolo, dati due lati consecutivi. 

8. Costruire un rombo, dati il lato ed un angolo. 

9. Costruire un rombo, dati il lato e una diagonale. 

10. Costruire un quadrato dato il lato. 


11. Costruire un triangolo dati due lati e la mediana corrispon- 
dente al terzo lato. 


12. Costruire un trapezio dati i quattro lati. (Da un vertice delta 
base minore si tiri la parallela all’altro lato, e si costruisca il 
triangolo ecc.). 


18. Costruire un triangolo isoscele dato il perimetro e la base. 


14.. Costruire un trapezio date le basi e le diagonali. (Si prolunghi 


la base maggiore di un segmento uguale alla minore, si unisca 
ecc.). ° 


15. Dati due punti A, B dalla stessa parte di una retta, trovare su 


questa un punto C tale che C A e C B formino angoli uguali 
colla retta. id 


16. Costruire una circonferenza di raggio dato, passante per due 
punti dati. Ì 


17. Inscrivere in un triangolo un semicerchio col diametro su un 
lato adiacente a due angoli acuti (n. 108). | 


Costruire un triangolo rettangolo data ‘l’ipotenusa e Dall 
relativa all’ipotenusa, (Discutere il problema). 2 05) 


struire un triangolo dati un lato, l’angolo opposto 
orrispondente. (Si descriva un arco capace dell’ang 
passante per gli estremi del lato dato; da un a 

si tiri la perpendicolare e su di essa si prenda 
le all'altezza data: dall'estremo si tiri la 
Discutere il problema), i 


i, 


23. 


24. 
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Condurre una tangente comune a due cerchi dati, 
Da un punto esterno ad una circonferenza tirare una segante 
in modo che la corda determinata dalla circonferenza sia uguale 
ad un segmento dato. (Si tiri sulla circonferenza una corda 


uguale al segmento dato, e si descriva la circonferenza concen- 
trica alla data di raggio uguale alla distanza di questa corda 
dal centro, indi la tangente, ecc.) 


Condurre per un punto dato una retta che abbia data distanza 
da un altro punto dato, (Centro nel secondo punto dato con rag- 
gio uguale alla distanza data si descriva una circonferenza e dal 
primo punto si tiri una tangente a questa circonferenza), 


Descrivere una circonferenza equidistante da quattro punti dati 
non posti in linea retta. (Sî descriva la circonferenza passante 
per tre dei punti dati; indi sì considerino le posizioni del quarto 
punto rispetto a questa circonferenza, 


Per un punto esterno ad una circonferenza condurre ad essa 
una secante di cui la parte intercetta dalla circonferenza sia 
uguale alla parte esterna, 


(Con raggio uguale al diametro della circonferenza, e centro nel 
punto esterno, si descrive una circonferenza; se questa incontra 
la circonferenza data, sia B un punto d'incontro. II punto B', 
diametralmente opposto a B, congiunto con il punto esterno, darà 
una delle secanti domandate). 

Dato un cerchio di centro 0, si conducano negli estremi 
A e B di un diametro A B le tangenti e siano C e D i punti 
d’ intersezione di esse con una terza tangente al cerch Di. 
mostrare che l’ angolo COD è retto. | © 9 


Inserivere un cerch in riangc 


Ati 


CAPITO] 


Poligoni inscritti e circoscritti 
ad un cerchio 


Poligoni regolari. 


158. Def. Un poligono si dice inscritto in una circon- 
ferenza se i suoi vertici sono punti della circonferenza; la 
circonferenza si dice circoscritta al poligono. 

Un poligono si dice circoscritto ad una circonferenza 
se i suoi lati sono tangenti la circonferenza; la circonfe- 
renza si dice inscritta nel poligono. 


159. TEOR. 1.° Ad ogni triangolo si può circoserivere 
una ed una sola circonferenza. 

Il punto d’incontro degli assi dei lati, essendo equi- 
distante dai vertici (n. 110, probl. 1°) è il centro della cir- 
conferenza circoscritta al triangolo. 


Teor. 2.° In ogni triangolo si può inscrivere una ed una 
sola circonferenza, 

Il centro*della circonferenza inscritta in un triangolo 
dev'essere equidistante dai lati; sarà quindi il punto d’in- 
contro delle bisettrici degli angoli del triangolo (n. 110, . 
probl. 2°). 


160. Def. Un poligono si dice regolare se ha i lati uguali 
© gli angoli uguali, cioè se è equilatero ed equiangolo. n 

Il triangolo equilatero ed il quadrato sono poligoni 
regolari. 4 

Osservazione, — Un-triangolo che sia o equilatero, 0 
equiangolo è regolare, mentre ciò non si verifica per gli al- 
tri poligoni. Il rettangolo che è equiangolo, ma non equi- 


i PI: 
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latero, non è regolare; così il rombo che è equilatero, ma 
E } 
non equiangolo. 


161. Tror. So si divide una circonferenza in un dato 
numero di parti uguali e sì uniscono ordinatamente j punti 
di divisione, si ottiene un poligono regolare inscritto; se da essi 
SÎ conducono le tangenti, si ottiene un poligono regolare cir. 
coscritto. 


1° Se dividiamo la circonferenza 0 
parti uguali ed uniamo i punti di divisi 
ligono ABC DEF che è regolare, perc 


(fig. 112) in sei 
tteniamo il po- 


Se dai punti di divis 
le un poligo ‘eg 


NI I f- 


\ 
Ù 
162. Tror. Ad ogni poligo 21 e 
I vere cd inserivero un circolo. ono regolare si 1uò circoseri. 
N ci Laia E F (fig. 113) un poligono regolare 


Fig. 113 


Le bisettrici dei, due angoli À e B si incontrano in 0, 
che è il centro del circolo circoscritto ed inscritto. 
tti nel triangolo A O B gli angoli în A e in È sono 
chè metà di angoli uguali, e quindi O A=0QB. 
‘si unisce O con € si hanno i due triangoli A 0 B, 
o uguali, perchè A B = B C, O B comune, 
OC; ne deriva 0C=0 A. 
amente si dimostra che 0 è equidistante da tutti 
‘poligono, ed è quindi il centro del cir- 
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165. ProBL. 1.° Inscrivere un quadrato in una data cir. 


conferenza. 
Condotti due diametri A C e B D (fig. 114) perpendicolari tra 

loro, la circonferenza O viene divisa in quattro arc hi Uguali perchè 

corrispondono ad angoli al centro uguali (angoli retti); quindi unen 


do i punti di divisione si ottiene il quadrato A B C D, 


Fig. 114 


Se si tirano altri due diametri perpendicolari E F, GH 
che bisecano gli angoli retti formati da A Ce B D, si divide 
la circonferenza in otto parti uguali; unendo i punti di di- 
visione si ottiene l’ottagono regolare AE BH CFD G. 

Analogamente si può inserivere un poligono regolare 
di 16, 32, ecc., lati. 


166. ProBL. 2.° Inscrivere un esagono regolare în una 
data circonferenza. 


Se A B (fig. 113) è un lato dell’esagono regolare inscritto nella 
circonferenza 0, l'arco A B è la sesta parte della circonferenza e 


quindi l’angolo A Ò B del triangolo isoscele 4,0 B è 1/6 di 4 Re 
cioè 2/3 R.La somma degli angoli alla base è 2 È — 2/3% = 4/3 Ri 
ciagrizo sarà 2/3 Re A daaiglis equiangolo e quindi equila. o 
Si deduce: | : Li 
| MI lato dell'esagono regolare è uguale al raggio. 
Allora ridere la. nferenza O in sei o 
>tr oinAein D, 
s 
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si 167. ProBL. 8.9 Inserivere un triangolo equilatero in una 
ì 

data circonferenza, 
SR Si divide la circonferenza data O (fig. 115) in sci pastivuguaii 


a B, BG, € D, DE, E F, FA, Allora gli archi AC, C E, È A saranno 


Fig. 116 


uguali, perchè doppi di archi uguali e il triangolo A C E sarà evi- 
dentemente equilatero. 


168. Divisa la circonferenza O in sei parti uguali, si 
conducano i diametri bisettori dagli angoli formati dai dia- 
| metri A D, B E, C F. La circonferenza risulterà così divisa 

PR ; 95 ER Lals 


iF 


12. 


14. 


15. 
16. 


Se si uniscono gli estremi corrispondenti di due lati Opposti 
di un esagono regolare si ottiene un rc ttangolo, 
I punti di mezzo di due coppie di lali opposti di un esagono 


regolare sono i vertici di un rettangolo, 
Trovare la misura dell’angolo che si ottiene in un pentagono 
regolare unendo il centro coi punti di mezzo di due lati non 
consecutivi. 


, P 1 
Il raggio del circolo inscritto in un triangolo equilatero è 3 del- 
l'altezza, 
Il raggio del circolo circoscritto ad un triangolo equilatero 34 


dell’altezza. 


Gli assì dei lati e le bisettrici degli angoli di un poligono re- 
golare passano per uno stesso punto, 


Se in un quadrilatero A B C D inscritto in un cerchio si con- 
ducono le diagonali A C e B D gli angoli DA Cep È C sono 


Se in un quadrilatero A B € D gli angoli DÀ CeDÈc sono 
uguali, il quadrilatero è iscrittibile (n. 157). 

Se un quadrilatero è circoscritto ad un cerchio, la somma di 
due lati opposti è uguale alla somma degli altri due. (Si basa 
sulla proprietà che le tangenti tirate da un punto a una cir- 


Se la somma di due lati opposti di un quadrilatero è uguale 
alla somma degli altri due, in quel quadrilatero si può inscri- 
vere un cerchio. (E’ il reciproco del precedente e si dimostra 
per assurdo considerando la circonferenza tangente a tre lati, 
la quale dev'essere tangente anche al quarto), 
Un cerchio si dice EX-INSCRITTO ad un triangolo quando è tan= 
gente ad un lato ed al «prolungamento degli altri due. 
Costruire i cerchi ex-iscritti ad un triangolo. 
Dato un trapezio circoscritto ad un cerchio si 
tro del cerchio il segmento parallelo alle ba 
. due lati. 
Dimostrare che questo se, 
. del perimetro del trapezio, 


infelice 


GAPITOLO XVII. 


Poligoni equivalenti 


169. Finora abbiamo studiato le proprietà delle figure piane 
in relazione agli infiniti punti che le compongono, oppure in rela- 
zione alla loro posizione o alla loro forma. Così abbiamo visto che 
un punto di una retta la divide in due semirette, una retta di un 
piano lo divide in due semipiani, il contorno di un poligono divide 
il suo piano in due parti. Questa proprietà che concerne la mutua 
divisione in parti delle figure si dice proprietà di connessione. Sono 

invece proprietà di posizione un punto rispetto ad un angolo, ad 
un poligono o ad un cerchio, che può essere interno od esterno, una 
retta rispetto ad un’altra che può essere perpendicolare o parallela, 
una retta rispetto ad un cerchio che può essere secante, tangente 
o esterna, due cerchi che possono essere) l’uno rispetto all’altro, 
| esterni od interni, tangenti o secanti. 
| Sono proprietà di forma que relative ai casi di uguaglianza 
di due triangoli, o di d igon Oltre 
studiato 


ETCORALI A AR rene 


sioni uguali, sono equi , 
A e B, che hanno esfensto I Tlvalenti, 4 


scriveremo e 
scrittura che leggeremo: A è STDAIZITO a B, intendendo 
che l'estensione di A è uguale all estensione di B. 

Sono evidenti i seguenti postulati relativi alla equi- 
valenza delle figure piane. 

l° Ogni figura è equivalente a sè stessa; cioè A A; 
(Proprietà riflessiva). 

2° Se una superficie è equivalente ad un'altra, questa 
è equivalente alla prima; cioè se A =- B, sarà B= A. (Pro- 
prietà simmetrica). 

3° Due superficie equivalenti ad una terza sono equi- 
valenti tra loro; cioè se A--. B e B = C, sarà A + C. (Pro- 
prietà transitiva). 


Iîl. Si abbiano ora due poligoni adiacenti A e B, 
aventi cioè una parte di contorno comune e tutti gli altri 
punti di ciascuno esterni all’altro; l'insieme dei due poli- 


mutativa, associativa e dissociativa. 
Da quanto si è detto si deduce; 
Due poligoni che si 


Reciprocamente: 

Se due poligoni si possono Ji gooragonte in parti rispet- 
tivamente uguali, sono equivale 

Sono evidenti i seguenti pos ‘tuaigetta 

1° Due poligoni uguali, direttamente 0 inversamente, 
sono equivalenti. 

2° Somme dî poligoni uguali, o equivalenti, sono equi- 
valenti, 

3° Due poligoni equivalenti ad un terzo, sono equi- 
valenti tra loro. 


172. Due poligoni che siano somme di poligoni ri- 
spettivamente uguali, si dicono anche equicomposti; 
quindi: 

Due poligoni equicomposti sono equivalenti. 

Due poligoni uguali si possono considerare in infiniti 
modiì, come equicomposti, e siccome ogni poligono si può 
decomporre in triangoli, potremo dire: 

Due poligoni equicomposti si ei decomporre in 
triangoli PROLAIRIO uguali. 


Se A’ e B' sono altri due poligoni tali che; 
PARTA; Bia B' 
è evidente che: 
A IST ot ERI 2 De 
cioè sussiste il postulato: 
Differenze di poligoni equivalenti, sono equivalenti, 


1î5. Osservazione. Dai concetti di somma e diffe- 
tenza di due poligoni si deduce che la somma di due po- 
ligoni A e B esiste sempre cd è unica, mentre la loro diffe- 
renza non sempre esiste, e anche quando A > B non sem- 
pre si può ottenere; bisognerà allora trasformare A e B in 
due poligoni equivalenti (quadrati, reltangoli aventi basi 
o altezze uguali) mediante i quali si possa trovare la dif- 
ferenza. 

1î6. Vediamo ora di studiare le principali relazioni 
di equivalenza fra poligoni. 

In un parallelogramma, 0 rettangolo, si dice BASE 
un lato qualunque; la distanza del lato opposto dalla base, 
sì dice ALTEZZA. 

Il rettangolo dei due segmenti A B e € D lo indiche- 
remo colla scrittura A B. C D, il quadrato di A B con A B?, 
Così brevemente il rettangolo dei segmenti a, b, lo indiche- 
remo colla scrittura 4 , Îl quadrato del segmento da 
con a?. 

17%. Teor. Un parallelogramma è equivalente ad un 
rettangolo di ugual Lig ed uguale altezza, 
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Quindi il parallelogramma A B € D e il rettangolo 
A B M N sono somme di parti rispettivamente di: 5 
sono equivalenti, ) 

Il teorema presenta i casì in cui i due lati C D ed MN 
opposti alla base comune, abbiano un estremo solo diano 
oppure nessun punto comune, Questi due casi si lasciano 
come esercizio allo studente, 

Cor, Due parallelogrammi di basi uguali e di altezze 
uguali, sono equivalenti. 


178. In base al seguente postulato dell’equivalenza: 
Un poligono non è equivalente ad una sua parte, 
sì può invertire il teor. dimostrato. 


Teor. Due parallelogrammi equivalenti, aventi basi uguali, han- 
no altezze uguali. 

Infatti se i parallelogrammi A e B sono equivalenti ed hanno 
basi uguali, debbono avere altezze uguali, perchè se A avesse altezza 
maggiore di quella di B, prendendo in essa, a partire dalla base, un 
segmento uguale all’altezza di B e conducendo dall’estremo la pa- 
rallela alla base, si dividerebbe A in due parallelogrammi, uno con 
altezza uguale a quella di B, e quindi equivalente a B. Ma essendo 
A e B equivalenti fra loro, si conclude che il parallelogramma A 
di altezza maggiore dovrebbe. essere equivalente ad una parte di 
esso, il che è assurdo. ——— = 4 
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Condotta da M la parallela ad A Be da Bla parallela 
ad A C, esse si incontrano in N: sia O il punto comune 
ad MNeBC. $ i 

I due triangoli O M €, B 0 N sono uguali perchè hanno 
gli angoli in O uguali, come opposti al vertice, gli angoli 
NeM uguali perchè alterni interni, e BN=MC perchè 
entrambi uguali ad A _M. isa 
> Il parallelogramma A _M N B sarà quindi equivalente 
al triangolo A _B C, perchè somme del trapezio A B 0 M 
coi triangoli uguali B O N ed O MC. Ma il parallelogramma 
ha la stessa altezza del triangolo e base metà: il teorema 
risulta quindi dimostrato. 


Cor. 1° Un triangolo è equivalente al rettangolo di 
metà base ed uguale altezza. 


Cor. 2° Due triangoli di ugual base ed uguale altezza 
sono equivalenti, 


189. Tror. Un trapezio è equivalente ad un triangolo 
avente per base la somma delle basi e per altezza la mede- 
sima altezza, 


Sia il trapezio A B C D (fig. 119); preso sul prolun- 
gamento della base € D un segmento D M = A B e congiun- 
gendo B con M, si ottengono due triangoli AO0BeDO M, 


A CI 
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ISt. Tror. Un poligono, circoscritto 
valente ad un triangolo di base ngunte 
tezza uguale all'apotema. 

Sia A B C D (fig. 120) il poligono circoscritto al cer- 
chio di centro O. Unito O coi vertici del 
compone questo in tanti triangoli quanti son 
altezze uguali all’apotema O MH. 

Presi su una retta i segmenti A’ B', B' €’, ©’ D’, D’ A”, 


ad un cerchio, è equi- 
al perimetro e di al- 


poligono si de- 
o i lati e aventi 


i) 


uguali rispettivamente ai lati del poligono, si tiri, da un 
punto qualunque. H', la perpendicolare ad A’ A” e si prenda 
H' 0° = O H; unito O' con A’ e A” si ottiene il triangolo 


A' O' A” equivalente al poligono dato. Infatti si vede subito 
che il poligono dato e il triangolo A’ 0' A” sono somme di 
triangoli rispettivamente equivalenti, 


Fig. 121 


Infatti î due triangoli ABE eFBE sono equivalenti, 
perchè hanno la stessa base B E e la stessa altezza. Allora 
il pentagono ABC DE € il quadrilatero B C D F sono equi- 


Valenù perchè hanno B € D E in comune e i due triangoli 
A BE eF BE sono equivalenti. 

In modo analogo si trasforma il quadrilatero B C D F 
in un triangolo equivalente; così il poligono dato si può 
trasformare in un triangolo equivalente. 

Siccome il triangolo è equivalente ad un rettangolo 
di metà base e della stessa altezza, qualunque poligono 
sì può trasformare in un rettangolo equivalente. 


ProBL. 2°. Trasformare un triangolo in un altro equi- 
valente di data altezza. , 
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Infatti esso ha l’altezza uguale ad H 16081 i 
triangoli M BC, M NC hanno Ja stessa base A 
altezza, perchè compresi fra le parallele M C e B N, e sono 
quindi equivalenti. Aggiungendo ad entrambi il triangolo 
A MC, vediamo che il triangolo A _M N risulta equivalente 
ad A BC. 


ProBL. 3°. Trasformare un poligono qualunque in un 
rettangolo equivalente di data altezza. 


Basta trasformare il poligono in un triangolo avente 
la data altezza e successivamente in un rettangolo della 
stessa altezza e di base metà. 


183. Due rettangoli sono uguali se hanno basi uguali 
ed altezze uguali. 


Sono evidenti le proposizioni: 


1* La somma di due o più rettangoli, che hanno altez- 
ze uguali, è il rettangolo della medesima altezza, avente per 
base la somma delle basi. | È 


Se A è l’altezza ed a e db le basi si ha: 5 
ah+bh=(a+b)h 2 
| Analogamente: ss PER 7 t- 
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Quindi per trovare la differenza di due poligoni, non 
equivalenti, si trasformano in rettangoli equivalenti della 
medesima altezza; il rettangolo della medesima altezza è 
di base uguale alla differenza delle basi, è equivalente alla 
differenza dei due poligoni dati. 

La differenza di due poligoni equivalenti è un poli- 
gono nullo. 


185 Vediamo ora come si trasforma un rettangolo 
ìn un quadrato equivalente. 


Teor. In un triangolo rettangolo il quadrato di nn cateto 
è equivalente al rettangolo della ipotenusa e della proiezione 
del cateto sulla ipotenusa. (Primo Tror. DI EUcLIDE (1), 

Sia A_B C il triangolo reltangolo (fig. 123) e B H l'al 
tezza relativa all’ipotenusa. 
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Bisogna dimostrare che: 

AB° LAG.AH. 

Si costruiscano i quadrati sui lati del triangolo; da M 
sì tiri la parallela M E ad A Ce da L la parallela L D ad 
A B. 

I due parallelogrammi M A € E e A L D B sono uguali 
perchè hanno: 

AM=AB, AC=ALeMÀC=BAL. 

Ma: 

ABNM MACE, 
ALKH_ ALDB. 

Quindi: 

ABNM_ALKH. 

Ma AB NM è il quadrato costruito sul cateto A B, 
AL KH è il rettangolo costruito con A L = A C e A II, 
proiezione di A B sulla ipotenusa; rimane quindi dimo- 
strato il teorema. 1 


- 586. Tror. DI Prragora ‘©. In un triangolo rettangolo 
la somma dei quadrati dei cateti è equivalente al quadrato 
della ipotenusa. ca 
Per il teor. precedente, e dalla fig. 123 si deduce che 
il quadrato di A B è equivalente al rettangolo A _L K H. 
Analogamente il quadrato dell’altro cateto B € è equivalente 
al rettangc K I C. La somma dei quadrati d 

| somI r i 


IST. Prop. Trasformare un rettangolo in un quadrato 
equi valento, 


Fig. 124 


Sia A B C D il rettangolo dato (fig. 124). Si descrive 
sul lato maggiore A B una semicirconferenza e si prende 
AE=AD.DaE si tira la perpendicolare ad A B, che 
incontra la semicirconferenza in F, e si unisce A con 7. Il 
segmento A F è il lato del quadrato equivalente al rettan- 
golo dato. 

Infatti il triangolo A _F B è rettangolo: per il primo 
teor. di Euclide si ha: 

AF° - AB.A E. 


Ma A E = A D quindi: s- 


AF°- AB.A D. 
187. Teor. In un triangolo rettangolo il quadrato del. 


otenusa, è equi valente al rettangolo 
64 en la ipotenusa. (Seconpo TroR, 
DE At 


E g. 125) ei e 
ettangolo (fi A rettan. 


y 


o 


Ma per il primo teor. di Euclid 
suelide; 
AB? AL 
o A LE 

Ossia: si 

2 

AB°-APQH+PLKQ 
. (2) 


A 
cilena 


Infatti il triangolo A _V #7 è rettangolo: per il secondo 
teorema di Fuclide si ha: 
BM. A4AB.,BII 
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MaBH= BG; quindi: 
BIMERSXANBEZBIG: 
cioè: 
BM? -  ABCD. 


190. La differenza di due poligoni si può anche otte- 
nere trasformandoli in due quadrati equivalenti e trovan- 
do la differenza dei due quadrati, che è un esagono con- 
cavo e prende il nome di gnomone. 

La differenza di due quadrati si può trasformare in 

un rettangolo equivalente in "i base al N 


“Tor. La differenza dei quadrati di due segmenti è suse 
Me Pi tegtanagio della «ovina e CISA differenza del due 
BI 4 v i 
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equivalenti perchè hanno la parte comune 0 D H E e i due 
rettangoli AGFHeHKLD sono uguali, Ma il rettangolo 
GL KE ha per dimensioni CL = CND DL AD BG 
eCE=CB_-BE=AB--BG,ciò che si voleva dimo 
slrare. 


Fig. 127 


qu che altra proprietà sui quadrati dei lati di 
nq, to premettiamo i due seguenti teo- 


fon Son o 


ee 


Dalla figura si ha: 
ACDEZABLFLDHLK4ABCKL +PLHEF. 
Quindi: 
ACCLAB |, BC + 2(42.B0). 


|--------. 


A c 


Fig. 128 


Tror. 2.° M quadrato della differenza di duc segmenti è 


«equivalente alla somina doi quadrati dei due segmenti, dimi- 
boiata del doppio del loro rettangolo. ha a 
; È ser 
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Siano ABDEEeBCF Il | quadra 


ALII k costruiti sui due 
| A B, BC, esterni l'uno all’altro. Si prenda 4 ah hi dia pn 
| K L, parallela ad A _B, e si prolunghì F €, fino ad incontrare K L 
in M. 


È evidente che: 

ACMK=A0% FILM&aKLDE + (AB.BC) 

Dalla figura si ha: 

ACMK2ABDE|BCFHI- (PHLM4KLDE) 

Quindi: % 
AC LABLBC-2(A BBC) 


192. Tror. 1.° In un triangolo ottusangolo il quadrato 

- del lato opposto all'angolo ottuso è equivalente alla somma 
dei quadrati degli altri due lati, aumentata del doppio ret- 
tangolo di uno di questi lati e della proiezione dell'altro su di 
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Ma € D2 |-- A D? A 02; per cui: 
MUGUANNBIONI LA CI | 2 (BC. CD) 
Tror. 2.° In ogni triangolo Îl quadrato del lato opposto | 
ad un angolo aento è equivalente alla somma dei quadrati ì 


degli altri due lati, diminuita del doppio rettangolo di uno di 
questi lati e della proiezione dell'altro su di esso, 


A 


IS esso. e 


Fig. 131 


. 131) sia È un angolo acuto e 4 D l'al. 
Dico che: } 


'CQ—- 2 (B C.C D). 


193. Dai due ultimi teoremi si deduce l'importante 


Tror. (della mediana). In un triangolo Ja somma del 
quadrati di duo lati è equivalente al doppio del quadrato della 
medinna concorrente con essì, ammentato di due volte il qua- 
drato della metà del terzo lato, 


A 


B DIE c 
Fig. 132 
Sia A B C il triangolo (fig. 132); A D la mediana corrispondente 
- a BCeA E l’altezza. La mediana A D forma con B C due angoli; 
LI LI 
A D B ottuso, A D C acuto. 1 5 i 
Dal triangolo A B D si ha (teor. 1°, n. 192): x A 
sei A B® = A D2 D? + 2 ( D. DE) 
| CA da ca È > » ‘+ 
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ESERCIZI, 


Trasformare un parallelogramma in un altro equivalente avente 
un angolo di 45°, 
Trasformare un triangolo qualunque in un triangolo isoscele 
equivalente, 

Dividere un triangolo in tre parti equivalenti mediante due se- 
mirette uscenti da uno stesso vertice, 

Trasformare un triangolo in un triangolo rettangolo equivalente, 
Costruire un quadrato equivalente alla somma di due quadrati 
dati. * 

Costruire un quadrato equivalente alla somma di tre quadrati 
dati, 

Costruire un quadrato triplo di un quadrato dato. 

Un quadrato è equivalente alla metà del quadrato della sua 
diagonale. 

Costruire un quadrato equivalente alla differenza di due qua- 
drati dati, 


È 19. In un triangolo A DB C sisno M ed i punti di mezzo ss 
lati ABe A Ce A D l'altezza relativa a 8 C. Dimostrare che 
l’angolo M D N è uguale all'angolo BA £ 


£ € e che il uadrilatero 
A MD Nè cquivalente alla metà di A BC. ; 

i 20. Dal punto di mezzo D del cateto A B de] triangolo rettangolo 
A B Csi conduca la perpendicolare D E all'ipotenusa B C; 
dimostrare che il quadrato del cateto A C è equivalente alla 
differenza dei quadrati dei due segmenti C E ed E B in cui 
vien divisa l’ipotenusa. 

Òì 


de DEAD DE LEC-gp= DE LEG 
— DE? — DE - E:C2— B E?) 


“1. Dividere un segmento A B in due parti tali che la somma dei 
loro quadrati sia equivalente ad un quadrato dato, 

(Si tiri da A una semiretta A _M che formi con A B un an- 
golo semircllo; poi centro in B. con raggio uguale al lato del 
quadrato dulo, si descriva un arco che taglierà A M in due, uno, 
o nessun punlo. Discutere il problema). 


22 Dividere un segmento dato A B in due parti in modo che la 

differenza dei loro quadrati sia equivalente ad un quadrato dato. 

(Su A B si descriva una semicirconferenza; centro in B, con 

raggio uguale al lato del quadrato dato, si descriva un arco che 

taglierà la semicirconferenza in C e si nnisca C con A; dal pun- 

to di mezzo D di C A si tiri la perpendicolare D E ad A B; il 

| punto E divide A B in due parli in modo che BE? —- AE = 
| = BC. Vedi problema n. 20). Ù a 


L- vi - 


ei quadrati dei lati è equi. 


es. 


29. 


27. 


Nel triangolo A_£ « i lal 
dicolari O M, 0 N 
Dimostrare che: 


A M? LCA BI APP LBN? + CM, 


punto interno O le perpen- 
ispettivamente. ai lati A G, BGA B. 


(Sì ha: AM? — 0 A2 O M?, CN -0 GG? O N?2, B p2 = 
= 0B°— O P2; si sommi membro a membro. Così pure si 
ricava: AP2° - 0 O P2, v?= BO? — 0 N2, CM ss 
= 0° — 0 M; si sommi membro a membro; indi si con- 


fronti, ece...). 
Preso nell'interno di un rettangolo A B C D un punto 0, lo si 
unisca coi vertici, Dimostrare che: 

0A° +0 02 -0D2 | 0 B2, 
(Si tirino da O le parallele ai lati). 
Nel triangolo A _B C si unisca un punto interno 0 col punto 
di mezzo M di B C; da A si tiri la parallela A N ad O M e si 


unisca 0 con N. Dimostrare che il quadrilatero A 0 N C è equi- 
valente alla metà del triangolo. 


(A ONC= ANCLAON; ma A0N = A M N, quindi: 
AONCZ ANCLAMN= AMC) 

Se due cerchi sono tangenti esternamente il quadrato della 
tangente comune è equivalente al rettangolo dei diametri. 
(Sia A B la tangente comune ai cerchi di raggio O C e 0’ C 


tangenti esternamente; C M perpendicolare ad 0 0’; sarà MA — 


= MC = MB. Il triangolo 0 M 0’ è rettangolo; quindi: 


M C® = 0C.C 0° ed anche: 4 MC Z4O C.C 0; 
(@.M 0? =2.0C,2C0, cioè: AB" = 20C.2C 0). 


puni di u 


bc 
CI 


36. 


s7. 
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Costruire un triangolo equivalente a un triangolo dato, avente 
la stessa base e l’angolo opposto uguale ad un angolo dato. (Sul- 


la base sì costruisce un arco capace dell'angolo dato - discutere 
il problema). 


La somma dei quadrati dei lati di un quadrangolo convesso è 
equivalente alla somma dei quadrati delle diagonali e del qua- 
druplo quadrato del segmento che unisce i loro punti medi. (Teo- 
rema di Eulero). 


Sia MN il segmento che unisce i punti di mezzo delle diago- 


nali AC e BD del quadrangolo A BCD. Dalla figura, per il 
teor. delle mediana, si deduce: 


AB: + AD: 2AN +2BN2, BC + CD: 2CN:+2BN2, 
Sommando membro a membro si ha: 
AB: + AD: + BC + CD: 2AN:+2CN:+4BN2=® 
=2 (AN? + CN?°) +4BN?. 
Ma AN? + CN°=22M N° +2 A M?; sostituendo: 
AB? + AD: + BC+ CD: 2(2M N° + 2A M?) +4BN£ 
, E 95:45 ma N2= Le 


N° +4 BNS 
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